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448 94-95

En esta Unidad, aprenderás área de 
superficie y volumen de una esfera. 
Además, aprenderás sobre las razo-
nes trigonométricas y sus aplicacio-
nes.

1. ¿Qué continentes identificas en los 
mapas? ¿Qué diferencias existen en-
tre ellos?
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95

2. ¿Por qué crees que Waldseemüller se 
vio en la necesidad de actualizar el 
mapa de Ptolomeo? ¿Qué descubri-
mientos fueron importantes para la 
época?

En una época en que mucha gente 
pensaba que la Tierra era plana, Colón 
estaba convencido de que esta tenía forma 
esférica . Por ello, se propuso navegar hasta 
la India dando la vuelta al mundo . Basado 
en los cálculos de Ptolomeo, presentó su 
idea a los Reyes Católicos y solicitó su 
apoyo para realizar ese viaje . Buscando 
nuevas rutas de comercio, desembarcó 
en tierras americanas el 12 de octubre de 
1492 .
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El planisferio de Waldseemüller fue el 
primer mapa en incluir el continente de 
América, cuyo nombre se debe al explora-
dor Américo Vespucio . Estaba compuesto 
de 12 hojas que, en conjunto, formaban 
un mural mapamundi .

3. ¿Qué cuerpo geométrico modelaba la 
Tierra según Ptolomeo? ¿Cómo se re-
fleja en el de Waldseemüller?

4. ¿Qué elementos geométricos recono-
ces en el globo terráqueo recortable?

5. En el año 200 a .c, Eratóstenes calculó 
el radio de la Tierra con un error del 
1% . ¿Cómo crees que lo logró? Co-
menta con tu curso .

95
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96

Activo lo que sé: Evaluación 
diagnóstica

1. Calcula lo solicitado en cada caso .

a. El área de 2 círculos si el radio del 
menor mide 3 cm y el del mayor mide 
3 veces ese valor .

b. La altura de un cilindro (sin conside-
rar base ni tapa) cuya área superficial 
(o lateral) mide 200π cm2 . Además, el 
radio de su base mide 5 cm .

c. El perímetro del sector circular co-
rrespondiente a cuatro novenos de un 
circulo de radio 9 cm .

d. El área de una semicircunferencia de 
radio 1 cm .
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2. Determina si los siguientes pares de 
triángulos son o no semejantes entre 
sí .

96
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3. Resuelve los siguientes desafíos:

a. Determina el área de la superficie del 
siguiente cono . Aproxima el resultado 
utilizando π = 3 .

96
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b. El área basal de un cono es 25π cm2 

y su altura es 13 cm . ¿Cuál es el vo-
lumen de un cilindro de igual base y 
altura?

c. Observa la siguiente figura:

96
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Si el largo de la flecha roja es 10 unida-
des, ¿podrías determinar los valores de 
Ax y Ay?

4. Evalúa si las afirmaciones son verdade-
ras o falsas. Justifica tu respuesta.

a. El radio de una circunferencia equiva-
le al doble del diámetro .

b. El diámetro es la mayor cuerda que se 
puede trazar en una circunferencia .

c. El volumen del cono es el triple del ci-
lindro que tiene la misma base .

 Reflexiono

• ¿Lograste realizar todas las activida-
des sin problemas?

96
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• ¿Te sientes preparado para comenzar 
esta Unidad?

• ¿Crees que debes reforzar algún con-
tenido? Si es así, ¿cuál?

Lección 8: Esfera

Definición de esfera

¿Qué elementos de tu vida cotidia-
na tienen forma esférica? ¿Cómo los 
describirías geométricamente?

¿Qué cuerpos geométricos se gene-
ran después de rotar figuras planas?

Objetivos: Identificar la esfera como un 
cuerpo generado por rotación y relacio-
narla con objetos cotidianos .

96-97
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1. Observa las siguientes fotografías:

a. Identifica los objetos que tienen forma 
esférica o se asemejan a una esfera .

b. ¿Qué característica(s) tienen en co-
mún los objetos seleccionados? Expli-
ca .

c. ¿A qué cuerpos geométricos se ase-
mejan las figuras que no seleccionas-
te?

97
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2. En parejas, realicen la siguiente activi-
dad .

Materiales:

• Cartón, cartulina o papel .

• Varilla .

• Tijeras .

Paso 1: Corten una tira de papel o cartu-
lina e inserten los extremos en un lápiz, 
como se ve en la fotografía, de modo que 
se forme un semicírculo .

97
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Paso 2: Unan cada figura a una varilla.

Paso 3: Roten la varilla de tal modo que 
las figuras giren en torno a esta, tal como 
se muestra en la imagen, y respondan .

a. ¿Qué figuras 3D observaron al rotar 
la varilla? Dibújenlas, completando la 
figura 2D que se utilizó.

97
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97-98

b. ¿Cuál de las figuras anteriores corres-
ponde a una esfera?, ¿qué la diferen-
cia de las otras figuras 3D?

¿Qué rol asumió cada uno en esta acti-
vidad?, ¿de qué manera se organizaron 
para realizar cada paso?

La esfera es el cuerpo generado al girar 
un semicírculo en torno a su diámetro . 

Observa la figura a continuación:
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Centro

Radio

Círculo máximo

98
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98

Centro: Punto que se encuentra a igual 
distancia de todos los puntos que confor-
man la superficie de la esfera.

Radio: segmento que une el centro de la 
esfera con cualquier punto de su superfi-
cie .

También corresponde al lugar geométri-
co de todos los puntos del espacio cuya 
distancia es menor o igual que el valor del 
radio (r) de la esfera .

  Una semiesfera es cada uno de los dos 
cuerpos que se obtienen al dividir una es-
fera en dos partes iguales .
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El círculo máximo de una esfera corres-
ponde a la base de su semiesfera . Es de-
cir, el círculo máximo y la esfera tienen el 
mismo radio .

3. Resuelve los siguientes problemas .

d. El radio del círculo máximo de una 
esfera mide 10 cm . ¿Cuánto mide su 
diámetro?

e. El diámetro de una esfera mide 14 cm . 
¿Cuál es el área de su círculo máximo?

f. El área de un círculo máximo de una 
pelota de fútbol es 18π cm2 ¿Cuánto 
mide el radio de la pelota?

98
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Para comprobar.
gbit .cl/T21M2MP098A

4. Se rotan las siguientes figuras:

Triángulo rectángulo isósceles con base 
y altura 5 cm:

98
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Cuarta parte de un círculo de radio 5 cm:

98
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Cuadrado de lado 5 cm:

a. ¿Qué figuras 3D se generan después 
de rotar las figuras planas?

b. ¿Cuáles son los volúmenes de las fi-
guras 3D generadas por el triángulo y 
el cuadrado?

c. ¿Se pueden comparar esos volúmenes 
que calculaste? ¿por qué?

98
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 Para concluir:

a. Describe lo que entiendes por una es-
fera, cono y cilindro . Utiliza un obje-
to cotidiano e identifica en ellos sus 
componentes .

b. ¿Tienen un círculo máximo el cono y 
el cilindro? Comenta en parejas .

98
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Volumen de la esfera

¿Cuál es el área de un círculo de  
radio r?

¿Cuál es la fórmula de volumen del 
cono y del cilindro de radio r y altura 
h?

Objetivo: Conjeturar la fórmula de volu-
men de una esfera .

1. Consideremos una semiesfera, un cono 
y un cilindro todos con radio y altura 
10 cm . Luego, realizamos una sección 
(un corte transversal de una figura tri-
dimensional) como se muestra en la 
imagen .

99
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Para saber más.
gbit .cl/T21M2MP099A

a. ¿Cuál es el volumen total del cono (Vco) 
y el cilindro (Vci) de 10 cm? Recuerda 
qué

Vco = π · r2 · h
3

 y Vci = π r2 · h

b. La siguiente tabla se obtuvo al reali-
zar seis secciones a diferentes alturas 
en las figuras anteriores. Complétala 
en tu cuaderno .

99
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Cuerpo

102 = r2 + d2

Sección

99
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Cuerpo

Sección

99
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Sección

Cuerpo

99
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c. Evalúa y comprueba la siguiente afir-
mación . Luego, discute con tu curso .

El área de la sección en la semiesfera es 
igual a la diferencia entre las áreas de las 
secciones en el cilindro y el cono. Es de-
cir:  AE = ACo − ACi .

Para comprobar.
gbit .cl/T21M2MP099B

d. ¿Qué podrías concluir al apilar todas 
las secciones de la esfera, cono y ci-
lindro?

99
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Entonces, apilando todas las secciones 
anteriores, podemos concluir que el volu-
men de una semiesfera de radio r es:

VSemiesfera= Vcilindro − VCono

Reemplazando:

VSemiesfera= π · r3 − · r3

VSemiesfera= 
2
3 π ·r3

Luego, el volumen (V) de una esfera es 
el doble de una semiesfera y está dado 
por:

V = 
4
3 π · r3

100
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2. Calcula el volumen de las siguientes es-
feras:

Por ejemplo, si r = 3 cm:

V =  
4
3π· (3)2

V= 4π · (3)3

V= 36 · π cm3

V ≈ 133,04 cm3

a. Su radio es:

 1,5 cm   √4  3 cm    0,5cm

b. Sus semiesferas tienen un volumen 
de:

 0,1 cm3    5√2 cm3  πcm3

100
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c. Su circunferencia máxima tiene diá-
metro 0,5 cm .

d. Está inscrita en un cubo de arista 10 
cm .

e. Su diámetro coincide con la arista de 
un cubo de volumen 125 cm3 .

f. Calcula el radio de una esfera cuyo vo-
lumen mide 124 m3 .

3. Determina el radio con cada volumen 
dado .

V = 2, 198 ·  1010 km3

100
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V = 392, 5 cm3

V = 0, 008 m3

4. La Géode es un gigantesco cine con for-
ma de esfera situado en París . Calcula 
su volumen .

El diámetro es 36 m

Utiliza π = 3,14 para realizar una aproxi-
mación.

100
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Astronomía

5. Los cuerpos celestes no son exacta-
mente esferas, pero su forma puede 
ser aproximada a una .

a. Calcula el volumen de cada uno se-
gún su radio aproximado:

Cuerpo  
celeste Tierra Sol

Radio (km) 6 371 km 696 340 km

b. ¿Cuál es la razón entre los radios del 
Sol y la Tierra? ¿Y el volumen?

c. ¿Cuántas Tierras son necesarias para 
rellenar un Sol? Aproxima el resultado . 

101
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6. La medida del radio de una esfera es 
la mitad de la del radio de otra esfera . 
¿Cuál es la razón entre el volumen de 
la esfera mayor y la menor?

7. Una esfera se inscribe en un cubo de 
arista n . ¿Cuál es la diferencia entre el 
volumen del cubo y el volumen de la 
esfera?

8. Se moldean cuatro objetos cilíndricos 
de arcilla, cuyo radio y altura miden 
ambos 9 cm .

Luego, se decide construir con la mis-
ma arcilla tres esferas de radio 9 cm .

101
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101101

a. ¿Alcanzará la arcilla disponible para 
construir las tres esferas? Justifica tu 
respuesta .

b. ¿Cuántas esferas de diámetro 6 cm se 
podrían fabricar el material disponi-
ble?

9. Dos importantes construcciones del 
mundo tienen forma esférica: el Globo 
de Ericsson (Suecia) y el Centro Cultu-
ral Tijuana (México) . ¿Cuál es el volu-
men de cada construcción? Escribe los 
resultados en función de π .

Construcción Radio

Globo de Ericsson 55 m

Centro Cultural  
Tijuana 13 m
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10. Una esfera está inscrita en un cilindro 
de altura h, como se muestra en la fi-
gura .

a. Calcula el volumen de la esfera .

b. Calcula el volumen del cilindro .

c. Entre el cilindro y la esfera .

101
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 Para concluir

a. Si el diámetro de la esfera aumenta 
al quíntuple, ¿en cuánto aumenta su 
volumen?

b. Se tiene una esfera de radio 36 cm y 
un cono y un cilindro de radio basal y 
altura también de 36 cm . ¿Cuál es la 
razón entre el volumen de cada cuer-
po?

101
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Área de la superficie de la esfera.

¿Qué es una red de construcción de 
cuerpos geométricos?

¿Qué es el área basal de una figura 
geométrica?

Objetivo: Calcular el área de la superfi-
cie de la esfera .

1. En parejas, realicen la siguiente activi-
dad: 

Materiales: 

• Pomelo, naranja, mandarina o clemen-
tina, lo más esférica posible . 

• Compás .

• Hojas en blanco .

102
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Paso 1: Pongan la naranja sobre una hoja 
y dibujen su círculo máximo (lo más exac-
to posible) . A continuación, copien cinco 
veces el círculo .

Paso 2: Pelen la naranja por completo y 
guarden la cáscara . Es parte importante 
del experimento .

Paso 3: Ubiquen los trozos de cáscara al 
interior de los círculos, como si se trata-
ra de un rompecabezas . Traten de ser lo 
más exactos posible para que no quede 
ningún espacio . De ser necesario, córten-
los en trozos más pequeños .

102
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Responde a partir de los resultados .

a. ¿Cuántos círculos se llenaron con las 
cáscaras?

b. Si el tamaño de la naranja hubiera sido 
otro, ¿la cantidad de círculos rellenos 
de cáscara hubiera variado? Justifica.

c. Compara tus resultados con tu curso . 
¿Qué relación se puede establecer en-
tre el área de la cáscara de la naranja 
y el área de su círculo máximo?

La fórmula para calcular el área de la su-
perficie de una esfera (A) corresponde a:
A = π r2
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102

2. Dado el diámetro de cada esfera, cal-
cula el área de su superficie (A):
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Analiza la siguiente secuencia de figuras 
construidas con conos de papel .

a. ¿A qué figura se asemejan a medida 
que aumenta la cantidad de conos en 
ellas?

b. ¿Qué ocurre con el radio de la base de 
cada cono a medida que aumenta la 
cantidad de conos en las figuras?

c. Añadimos dos figuras a la secuencia, 
una compuesta por 100 conos y otra 
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con 120. ¿A qué figura se asemejan? 
¿Cuál de ella se asemeja más a dicha 
figura? ¿Qué ocurre con el radio basal 
de cada uno de los conos de las figu-
ras?

d. Analiza la siguiente demostración y 
explica por qué el valor de n debe ser 
muy grande para que la igualdad sea 
cierta .

Aproximamos el volumen de una esfera 
mediante n conos de la siguiente forma:

Buscamos aproximar el área de la super-
ficie de la esfera sumando las áreas basa-
les de n conos cuyas cúspides se unen en 
un solo punto .

n · Vc ≈ Ve
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Se remplazan las fórmulas:

n · Ab hc
3

 ≈ 4πr3

3
Reemplazamos la altura del cono por r:

n · Ab r
3

 ≈ 4πr3

3
Se simplifican.

n · Ab ≈ 4π r2

Finalmente, cuando se completa la esfe-
ra con muchos conos de área basal extre-
madamente pequeña, la superficie de sus 
bases se aproximará al área de la esfera:

A = 4π r2
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4. Discute con tu curso sobre la veracidad 
de las siguientes afirmaciones. Puedes 
usar las figuras del ítem anterior como 
referencia .

a. Mientras más conos conformen la fi-
gura, la suma de sus volúmenes más  
se aproxima al de la esfera .

b. Mientras mayor sea la cantidad de 
conos, estos tendrán un radio basal más 
grande .

c. Mientras menos conos conformen la 
esfera, la altura de ellos es cada vez 
más cercana al radio de la esfera .

d. Mientras menor sea la cantidad de 
conos, la figura más se asemeja a una 
esfera .
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¿Cómo relacionarías el área de la super-
ficie de una esfera y los resultados del ex-
perimento con la naranja?

5. Completa en tu cuaderno la siguiente 
tabla de valores:

Área de la 
superficie

de la esfera 
(cm2)

Área del  
círculo

máximo  
(cm2)

Radio (cm)

324 π
 64 π

484 π
12

36 π
17,5
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Medicina

6. Los pulmones adultos están compues-
tos por cerca de 400 .000 .000 alveolos . 
Estos se encargan de oxigenar la san-
gre y eliminar el dióxido de carbono . El 
diámetro de cada uno es aproximada-
mente 0,2 mm .

Los alveolos 
se asemejan 
a una esfera.

104
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a. Expresen la cantidad de alveolos en 
un pulmón y su radio en cm utilizando 
notación científica.

b. ¿Cuál es el volumen aproximado de 
los alveolos? ¿Qué referencia podrías 
utilizar para caracterizar el volumen 
total? (1 litro = 0,001 m3)

c. ¿Cuál es la superficie total de los al-
veolos? ¿Qué referencia podrías utili-
zar para caracterizar su superficie to-
tal?

¿Cómo explicarías que objetos tan pe-
queños tengan un área tan grande?

104



498

 Actividades de Profundización

Arquitectura

7. En los domos geodésicos se utilizan 
triángulos isósceles para construir con 
una forma similar a una semiesfera .

Se quiere determinar la cantidad de ma-
terial necesario para cubrir el piso y las 
paredes de un domo . Este se aseme-
ja a una semiesfera compuesta por 60 
triángulos isósceles y su base es apro-
ximadamente una circunferencia de ra-
dio 1 m .
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a. Si el domo fuera una semiesfera, ¿cuál 
sería su área?

b. ¿Cuál es el área de cada triángulo?

c. ¿Cuánto material estimarías necesa-
rio para construir el domo?

 Para concluir

a. El área de una esfera aumenta al do-
ble . ¿Qué sucede con el área de su 
círculo máximo?
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b. Un observatorio tiene la forma de un 
cilindro con una semiesfera en su parte 
superior . ¿Por qué crees que se cons-
truyen con esa forma?

Antes de continuar: Evaluación 
intermedia

Confirmando el volumen de una 
esfera

Materiales:

• Jarro graduado para medir líquidos .

• Distintas esferas que quepan en el ja-
rro (juguetes, frutas, etc .) .

• Pie de metro o regla .

104-105



501

UNIDAD   3

Para esta actividad trabajarán en grupos 
de 3 personas .

Paso 1: Seleccionen una esfera y midan 
su diámetro . Con ello, calculen su volu-
men (en cm3) .

Paso 2: En un jarro graduado coloquen 
agua . Cuiden que el jarro no se rebalse 
cuando sumerjan completamente la esfe-
ra que están utilizando .

El principio de Arquímedes permite 
medir volúmenes de forma muy senci-
lla: "Cuando sumerges un cuerpo en un 
líquido, el volumen del líquido desplazado 
(cuánto “sube” el líquido) es igual al volu-
men del objeto sumergido" .
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Paso 3: Sumerjan la esfera seleccionada, 
y registren cuánto subió el nivel del agua . 
Si es necesario, transformen las unidades 
para que sean las mismas que las del vo-
lumen calculado en el Paso 1 .

Paso 4: Repitan el proceso con otras es-
feras . 

a. ¿Cuál es la diferencia entre el valor 
medido en el paso 1 y el valor calcu-
lado en el paso 3? ¿A qué se debe? 
Argumenten .

b. Calculen el radio aproximado utilizan-
do el volumen que obtuvieron en el 
paso 3 . ¿Es mayor o menor la dife-
rencia porcentual de la que se obtu-
vo al comparar volúmenes? ¿A qué se 
debe?
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c. ¿A qué se debe que algunos cuerpos 
floten y otros no? Investiga.

 Reflexiono

a. Mis compañeros, ¿participaron de ma-
nera proactiva, valorando el trabajo 
propio y del equipo?

b. ¿Tuvieron una actitud positiva en la 
búsqueda de soluciones?
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Lección 9: Razones 
trigonométricas

Razones trigonométricas en 
triángulos rectángulos.

En un triángulo rectángulo, ¿cómo 
diferencias la hipotenusa de los cate-
tos?

¿Todos los triángulos rectángulos son 
semejantes?, ¿por qué?

Objetivo: Comprender las razones trigo-
nométricas en los triángulos rectángulos .

1. Para esta actividad necesitarás una hoja 
de block, tijeras y una regla .
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Paso 1: En la hoja de block dibuja dos 
triángulos rectángulos . El primero debe 
tener sus catetos de medida 6 y 8 cm . 
Los catetos del segundo triángulo deben 
medir 3 y 4 centímetros .
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Paso 2: Recorta ambos triángulos y mar-
ca en ellos las medidas, tal como apare-
cen en la imagen .

Compara los triángulos superponiéndo-
los en diferentes posiciones . Luego, res-
ponde:

a. Calcula la medida de la hipotenusa de 
cada triángulo . Luego, comprueba con 
una regla .

b. ¿Podrías establecer que los triángu-
los construidos son semejantes?, ¿por 
qué?
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c. Calcula el valor de las siguientes razo-
nes:

• CB
AB

• AC
AB

• AC
BC

• DE
DF

• EF
DF

• EF
ED

106
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Recuerda: Criterio AA (ángulo-ángulo) 
dos triángulos son semejantes si dos de 
sus ángulos interiores son congruentes.

d. ¿Qué relación existe entre las razones 
anteriores?
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e. Si los lados del triángulo ABC se am-
plifican por 2, ¿qué sucede con los án-
gulos del triángulo? ¿Y con las razones 
entre los lados de los triángulos?

Por criterio de semejanza ángulo - ángu-
lo, las razones entre los lados de un trián-
gulo rectángulo no dependen del tamaño 
del triángulo, sino de sus ángulos .

Considera que estas razones son siem-
pre las mismas y que cada ángulo tiene 
un cateto adyacente y un cateto opuesto 
a él. Entonces, para α por ejemplo, se las 
puede definir de la siguiente manera:
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S
e lee

S
e  

escribe
S
e  

calcula
Ejem

plo

S
eno de α

sen(α
)

C
ateto opuesto

H
ipotenusa

A
C

A
B

C
oseno de 

α
cos (α

)
C
ateto adyacente

H
ipotenusa

C
B

A
B

Tangente de 
α

tg(α
) o

tan( α
)

C
ateto opuesto

C
ateto adyacente

A
C

C
B
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2. En los siguientes triángulos rectángu-
los, escribe el valor de cada razón  
trigonométrica .

Ejemplo: 

Consideramos el triángulo ABC y calcula-
mos su hipotenusa, utiliza calculadora:

BC2= 32 + 42 = 9 + 16 = 25 → BC = 5
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γ

β

Luego, se calculan las razones trigo-
nométricas . 

sen(β)= 
3
5 = 0,6; cos(β)=

4
5=0,8; 

tg(β)= 
3
4 =0,75

sen(γ)= 
4
5 = 0,8; cos(γ)= 

3
5 = 0,6;

tg(γ)= 
4
3 = 1, 3

107
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3. Evalúa si las siguientes afirmaciones 
son verdaderas o falsas para el trián-
gulo MNO. Justifica tus respuestas.
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a. La expresión ON
MN

 corresponde a sen(γ) . 

b. La expresión OM
MN

 corresponde a cos (δ) . 

c. El valor de tg(δ) es ON
OM

d. cos (γ) es igual a sen(δ) . 
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e. Si OM tiene mayor longitud que ON, 
se tendrá que sen(γ) > sen(δ) .

4. Considerando el siguiente triángulo, 
completa la tabla en tu cuaderno .
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a b c sen(γ) sen(β)

√61 5

2 5

1
1

√2

4
1

√13

7 2

√13 √15

108
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5. El triángulo ABC que se muestra en la 
figura es equilátero de lado 2a cm y CD 
es una altura .

a. Calcula la medida de CD utilizando el 
teorema de Pitágoras .

108
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b. Escribe el valor de cada razón trigo-
nométrica y completa la tabla en tu 
cuaderno .

Ángulo 
(α) sen(α) cos (α) tan (α)

30°
1
2

√3 
2

√3 
3

60°

c. Supón que los lados del triángulo equi-
látero anterior miden 20 cm . ¿Cuáles 
son sus razones trigonométricas? ¿Y 
si los lados miden 30 cm?

d. ¿Qué conclusiones puedes obtener con 
respecto a las razones trigonométri-
cas para ángulos de 30° y 60°?

108108
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6. Construye en tu cuaderno un triángulo 
rectángulo isósceles de lado a con un 
ángulo de 45° . Utilízalo para determinar 
los valores de las razones trigonométri-
cas sen(45°), cos(45°) y tan(45°) .

¿Qué relación existe entre el seno y el 
coseno de 45°?, ¿por qué? Justifica.

7. Calcula los valores pedidos .

Si sen(γ) = 0,8, ¿cuáles son los valores 
de cos(γ) y de tg(γ)?

Como sen(γ) = 0,8; seleccionamos dos 
valores de los lados que cumplan esa 
condición . Por ejemplo, el cateto opues-
to puede valer 8 y la hipotenusa puede 
valer 10 .
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Luego, calculamos el valor del cateto 
faltante con los valores seleccionados: 

82+ CA2 = 102 → CA2 = 100–64 → CA=6

Finalmente, utilizamos los valores para 
calcular cos(γ) y de tg(γ):

cos(γ) = 
6
10

 =0,6  y  tg(γ) = 8
6

 = 1,3

a. Si sen(x) = 0,6; calcula cos(x) .

b. Si cos(x) =  
3
5

; calcula sen(x) .

c. Si tg(x) = 6; calcula sen(x) .

d. Si tg(x) = 0,5; calcula cos(x) .
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Utilizando el triángulo isósceles y el trián-
gulo rectángulo puedes obtener los valo-
res de las razones trigonométricas de los 
ángulos de 30°, 45° y 60° . Así, gracias al 
teorema de Pitágoras y algunos simples 
cálculos, obtienes estos valores y no ne-
cesitas memorizarlos .

Ángulo sen (α) cos (α) tan (α)

30°
1
2

√3 
2

√3 
3

45°
√2 
2

√2 
2 1

60°
√3 
2

1
2 √3
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 Actividades de profundización 

8. Responde considerando el triángulo 
rectángulo de la imagen:

a. ¿Cuál es el valor de tan (α)? 

b. Con todo lo estudiado hasta el mo-
mento, ¿podrías calcular en valor de 
α? Justifica.
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Para calcular el ángulo α teniendo el va-
lor de su razón trigonométrica, debes 
aplicar la relación inversa . Por ejemplo:
tan (α)= 

7
13

 → tan−1( 7
13)=α → α ≈ 28,3°

Para ello utilizamos en la calculadora la 
tecla shift seguida de la función corres-
pondiente y la razón .

Recuerda configurar tu calculadora en 
grados sexagesimales.
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Con ayuda de la calculadora, calcula la 
medida aproximada de los ángulos inte-
riores de cada triángulo .

109
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 Para concluir

a. Explica con tus palabras: ¿por qué se 
cumple sen(40°)=cos(50°)? Justifica.

b. Si sen(β) = 0,342 y cos(β)=0,94, ¿qué 
valor tiene tg(β)? 

c. Si el coseno de un ángulo es 
√2
2

 ¿cuál 

es la medida de dicho ángulo? Explica 
tu procedimiento y compártelo con un 
compañero .

109
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Aplicaciones de las razones 
trigonométricas

¿Qué es un problema de aplicación? 
¿Qué rol tiene el modelado en mate-
mática?

¿Es importante resolver problemas 
aplicados en matemática?

¿Por qué?

Objetivos: Resolver problemas aplican-
do las razones trigonométricas .

1. Analiza el siguiente contexto . Luego, 
realiza las actividades .

110
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Según la normativa chilena, la razón 
entre la altura que alcanza una rampa 
y la distancia horizontal de esta debe 
ser como máximo 0,12 .

En un edificio se quiere construir una 
rampa para subir el desnivel de la en-
trada cuya altura es de 30 cm . ¿Cuál 
debe ser la longitud de la base de dicha 
rampa?

Paso 1: Identifica los datos que se entre-
gan en el problema y lo que debes encon-
trar .

Los datos del problema son:

Altura: 30 cm

Razón entre altura y distancia horizon-
tal: 0,12

110
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a. ¿Cuál es el dato faltante para construir 
la rampa? ¿Cómo se relaciona con los 
datos entregados en el problema?

Paso 2: Representa la situación a través 
de un dibujo .

Dibujamos un esquema para ilustrar la 
situación y anotamos las medidas:
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La razón entre la altura (cateto opuesto) 
y la distancia horizontal (cateto adyacen-
te) es 0,12.

b. ¿Qué razón trigonométrica relaciona 
la altura y la distancia horizontal?

Paso 3: Aplica el teorema de Pitágo-
ras y/o las razones trigonométricas .

Planteamos la ecuación:  

tg(α)= 
0,3
L

 → 0,12 =  
0,3
L

c. Calcula el resultado de la ecuación an-
terior .

Paso 4: Responde la pregunta del pro-
blema y verifica tu respuesta.

110
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d. Plantea la respuesta . No olvides utili-
zar las unidades correspondientes .

¿Cuál crees que es la importancia de 
que las rampas cumplan con estas condi-
ciones? ¿Por qué crees que no puede ser 
mayor el ángulo?

Utilizaremos el término ángulo de ele-
vación o depresión para hacer referencia 
al ángulo que forma la línea de visión del 
objeto y la horizontal .

Las razones trigonométricas, junto con 
el teorema de Pitágoras, nos permiten re-
solver problemas que involucran triángu-
los rectángulos .

110-111
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Para resolver puedes guiarte por los si-
guientes pasos:

Paso 1: Identifica los datos que se entre-
gan en el problema y lo que debes encon-
trar .

Paso 2: Representa la situación a través 
de un dibujo .

Paso 3: Aplica el teorema de Pitágoras 
y/o las razones trigonométricas .

Paso 4: Responde la pregunta del pro-
blema y verifica tu respuesta.
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2. Una viga apoyada en un muro forma un 
ángulo de 28° con la horizontal . El pun-
to donde la viga toca en la pared está 
a 4 m de altura . Se necesita conocer el 
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largo de la viga y la distancia entre el 
extremo inferior de la viga y el muro .

a. ¿Qué datos entrega el problema? 
¿Cuáles se desconocen?

b. ¿Cuál es el largo de la viga?

111
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c. ¿Cuál es la distancia entre el extremo 
inferior de la viga y el muro?

3. Dos objetos separados por 20 m se en-
cuentran en la misma dirección respec-
to de la base de una torre . El más cer-
cano a ella está a 17,5 m . ¿Cuáles son 
los ángulos de depresión desde la torre 
si esta mide 10 m?

4. Una escalera de 3 m de longitud está 
apoyada en una pared de tal forma que 
su extremo inferior está a 1,5 m de la 
misma . Luego, el extremo superior de 
la escalera se desliza hacia abajo 1 m . 
¿En cuántos grados disminuye el ángu-
lo que forma con el suelo?
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5. Se observa un semáforo desde la ven-
tana de un edificio, a 30 m del suelo. El 
ángulo de depresión para observar la 
parte superior del semáforo es de 70°, 
mientras que el ángulo de depresión 
para observar su base mide 88° .

¿Cuál es la altura del semáforo?
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6. Desde la parte superior de un acantila-
do, se observa un barco y un submari-
no que están en el mar . Los ángulos de 
depresión son de 45° y 60° respectiva-
mente . Ambos objetos están separados 
por una distancia de 110 m . ¿Cuál es la 
altura del acantilado?

7. En parejas, construyan la siguiente he-
rramienta . Luego, realicen la actividad .

Materiales:

• Transportador

• Tuerca (o cualquier objeto con peso)

• Objeto cilíndrico que sirva como visor 
(puede ser el cuerpo de un lápiz pasta 
o una bombilla)

• Hilo (o lana delgada) .
112
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Construcción.

Paso 1: Unan con cinta adhesiva la bom-
billa al transportador de manera que que-
de alineada en la parte recta (es decir, a 
los 0 y 180 grados) .

Paso 2: Aten un peso (como una tuer-
ca o una tapa de lápiz) al hilo y luego el 
otro extremo al centro del transportador . 
Dejen unos 10 cm de largo para que se 
pueda mover y se pueda medir el ángulo .

Instrucciones de uso

Con este artefacto, pueden determinar 
el ángulo de elevación de una torre o al-
gún edificio. Para ello, deben mirar por la 
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bombilla el extremo superior del edificio y 
observar la posición de la cuerda .

a. ¿Qué ángulo es el que mide el instru-
mento dentro del esquema? ¿Cómo se 
relaciona con el ángulo de elevación?

b. En parejas, elijan un objeto dentro del 
colegio y midan su ángulo de eleva-
ción .

c. Midan la distancia hasta el objeto . Uti-
licen pasos de ser necesario .

d. Calculen la altura del objeto escogido .

e. Comparen la medida obtenida con la 
de sus compañeros . ¿Son similares? 
¿A qué se debe esto?
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f. Si es posible, averigüen la altura real 
del objeto . Luego, determinen el error 
entre los valores . ¿Quién tuvo el me-
nor error? ¿Por qué sucedió esto?

 Para concluir

a. ¿Qué otras aplicaciones útiles pueden 
tener las razones trigonométricas?

112
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b. ¿Qué ventajas tiene utilizar herramien-
tas tecnológicas en el cálculo de razo-
nes trigonométricas? Comenta con tu 
curso .

Vectores y trigonometría

¿Qué es un vector? ¿Cuáles son sus 
componentes?

¿En qué se diferencian un punto en 
el plano cartesiano de un vector?

¿Cuáles son los cuadrantes de un 
plano cartesiano?

Objetivo: Representar vectores en el 
plano e identificar sus elementos utilizan-
do razones trigonométricas .
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Los vectores 
→
Vx = (x,0) y 

→
Vy → y = (0, y) 

corresponden a proyecciones del vector  
→
V = (x, y) sobre los ejes X e Y respectiva-
mente . De esta forma, se tiene que:

→
V = 

→
Vx + 

→
Vy = (x,0) + (0, y) 

Donde x e y corresponden a las compo-
nentes del vector 

→
V .
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Un vector 
→
V se puede descomponer utili-

zando sus proyecciones sobre los ejes del 
sistema coordenado . Para ello, se pueden 
utilizar las razones trigonométricas del 
ángulo que forma con el eje X:

113



544 113



545

UNIDAD   3

113

1. Analiza la siguiente situación . Luego, 
realiza las actividades .

Una cuerda amarrada a una caja gene-
ra sobre esta una fuerza de tensión 

→
T  

de 50 N con un ángulo de inclinación 
respecto al plano horizontal es de 30° . 
¿Cuánto mide la componente horizon-
tal y vertical de dicho 

→
T?

Para resolver, descomponemos el pro-
blema en dos tensiones, 

→
Tx (tensión 

horizontal) y 
→
Ty (tensión vertical) utili-

zando razones trigonométricas:
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a. Observa el triángulo rectángulo que 
se forma con las tensiones presentes 
en la caja . Explica las razones trigo-
nométricas permiten calcular los mó-
dulos de 

→
Tx  y 

→
Ty . 

113
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113-114

El módulo es un número que corres-
ponde a la magnitud de un vector.

b. Reemplaza los valores y calcula el mó-
dulo de cada vector . 

c. Explica con tus palabras: ¿Por qué se 

cumple 
→
Tx

2

 + 
→
Ty

2

 = 
→
Tx?

¿Cuál es la diferencia entre módu-
lo y vector? Investiga y comenta con 
tus compañeros .

2. Considera los vectores 
→
A = (3, 4),  

→
B = (4, 3), 

→
C= (2, 1) y 

→
D = (4, 2) .

a. Grafica los vectores en un plano car-
tesiano .
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b. ¿Qué relación puedes establecer en-
tre los ángulos que los vectores forman 
con el eje X? Justifica tu respuesta y 
discute con tus compañeros .

c. Calcula |
→
A|, |

→
B|, |

→
C| y |

→
D| . ¿Qué re-

lación estableces entre ellos?

3. Dado los vectores de la imagen .

114
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a. Determina las componentes de los 
vectores .

b. Determina la magnitud de ambos vec-
tores .

c. Calcula la medida de α y β .

¿Qué diferencia existe en el resultado al 
utilizar la coordenada y con su signo y 
utilizarla sin su signo para calcular el án-
gulo β?

4. Aplica la descomposición a cada vector 
según la magnitud dada . Explica el sig-
no de cada componente .

114
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114
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5. Utiliza una calculadora científica para 
completar la siguiente tabla en tu cua-
derno .

Componentes

Vector Magnitud X Y

G 2,4 u

H 1,6 u

I 1,3 u

J 2,1 u

K 2,7 u

114
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6. Calcula el vector velocidad y su direc-
ción para el ciclista en la siguiente ima-
gen justo después de iniciar un salto . 
Considera las componentes según el 
sistema de referencia dado .

114-115
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7. Un patinador profesional se lanza por 
una pista con un ángulo de elevación 
de 30° cómo se muestra en la siguiente 
imagen . Si su rapidez 

→
V en ese instante 

era 22 
m
s

, responde:

115
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a. ¿Cuál es su vector velocidad al mo-
mento de lanzarse? 

b. ¿Cuáles son los vectores de veloci-
dad horizontal y vertical? 

c. En un segundo salto, su vector velo-

cidad está dado por 
→
V = (30,2) . ¿Cuáles 

son sus vectores de velocidad horizon-
tal y vertical?

115
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h. ¿Cuál es su rapidez en ese instante?

i. ¿Con qué ángulo de elevación se lan-
zó?

115
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8. Un avión vuela a la rapidez constante  
x = 150 km/h . Por un viento cruzado 
(y) que viene perpendicular con res-
pecto a la velocidad, el avión se desvía 
por un ángulo de 6°, cómo se muestra 
en la siguiente imagen . Observa el es-
quema y usa razones trigonométricas 
para resolver .
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La velocidad se denota por 
→
V y corres-

ponde a la relación entre el cambio de po-
sición y el tiempo.

a. Determina la velocidad y del viento 
cruzado .

b. Calcula la velocidad total z .

c. Verifica la velocidad total z aplicando 
el teorema de Pitágoras .

9. Un objeto se desplaza a una rapidez 
de 17 

m
s

 de modo que forma un ángu-

lo de 60° con respecto a la horizontal . 

a. Realiza un esquema que ilustre la si-
tuación .

115
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b. ¿Cuáles son las componentes horizon-
tal y vertical de su velocidad?

10. Un dron despega desde un punto ha-
cia la cima de un observatorio astronó-
mico . Su rapidez es 20 m/s y forma un 
ángulo de elevación de 53° . 

a. Realiza un esquema que ilustre la si-
tuación . 

b. ¿Cuáles son las componentes horizon-
tal y vertical de su velocidad?

Para comprobar.
gbit .cl/T21M2MP116A

115-116
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11. Un barco navega formando un ángulo 
de 45° con la vertical que indica el nor-
te, tal como muestra el vector rojo en 
la imagen .

a. ¿Qué rapidez tiene en la dirección 
sur-norte?

b. ¿Qué rapidez tiene en la dirección oes-
te-este?

116
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c. La corriente marina (en amarillo) em-
puja el barco en dirección sur-oeste 
con un ángulo de 30° respecto al sur . 
¿Cuáles son las componentes de la co-
rriente marina?

d. ¿Cuál es el vector resultante del mo-
vimiento del barco?

 Actividades de profundización

12. Un auto de masa 1 .000 kg sube una 
pendiente con un ángulo de elevación 
de α = 10° . El peso es una fuerza per-
pendicular a la horizontal . Su mag-
nitud se calcula mediante la fórmula  
P= m · g, donde g corresponde a la ace-
leración de gravedad (g ≈ 9,8 m/s2) .



562

a. En parejas: ¿Qué condiciones debe 
cumplir la fuerza mínima generada 
por el motor del auto para compensar 
la fuerza que tira el auto hacia abajo 
en dirección de la pendiente?

b. Determina la fuerza mínima que debe 
generar el motor para moverse para 
contrarrestar el peso del auto .

c. Determina la fuerza mínima que debe 
generar el motor para moverse para 
contrarrestar el peso del auto para  
α = 30° .

116
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 Para concluir

a. ¿Qué elementos son necesarios para 
determinar las componentes de un 
vector? ¿Existe solo una manera de 
determinarlos? 

b. ¿Por qué fue importante simplificar los 
modelos a triángulos rectángulos du-
rante el desarrollo de este tema?

116
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Antes de continuar: Evaluación 
intermedia

Vectores que se anulan

Materiales:

• Cartón o cartulina .

• Lápices de colores .

• Papel milimetrado u hojas cuadricula-
das de cuaderno .

• Tijeras .

• Pegamento .

• Dados

Gracias a las funciones trigonométricas, 
puedes descomponer cualquier vector en 
componentes horizontales y verticales . 

117
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Este método convierte la suma/resta de 
vectores en una operación entre compo-
nentes .

Para este juego de vectores realizarán la 
competencia en parejas .

Instrucciones del juego:

Para comenzar cada pareja lanza el dado 
y comienza la partida aquella que obtu-
vo el número mayor . La pareja coloca en 
la mesa una ficha cualquiera. Luego, la 
otra pareja continúa poniendo una ficha 
al lado. Cada vez que se pone una ficha, 
se suman los vectores . Gana la partida la 
pareja que logre anular el vector inicial .

Se realizarán 10 partidas del juego para 
determinar a la pareja ganadora .

117
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Elaborando las fichas:

Paso 1: En una hoja cuadriculada dibu-
jen los siguientes vectores . Escriban sus 
componentes en el mismo dibujo .

117
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117
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Paso 2: Recorten cada ficha y peguen en 
cartulina o cartón . Observen cómo, de-
pendiendo la posición de la carta, las com-
ponentes indicadas pueden ser verticales 
u horizontales .

¿De cuántas formas diferentes es posi-
ble utilizar cada ficha? 

117



569

UNIDAD   3

Un ejemplo de juego: 

Turno 1: (–3,2)

Turno 2: (–3, 2) + (3, 0) = (0, 2)

 

117
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Turno 3: 

(0, 2) + (0, –2) = (0, 0)

  

Paso 1: Comienza el equipo rojo colocan-
do la ficha (-3,2)

117
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Paso 2: Sigue el equipo verde colocando 
la ficha (3,0). Sumas las fichas y da como 
resultado el vector (0,2), por lo tanto, 
continúan la partida .

Paso 3: El equipo rojo coloca la ficha 
(0,–2) . Al sumar los vectores, se obtiene 
(0,0) . Por lo tanto, el equipo rojo gana la 
partida .

 Reflexiono

a. ¿Podría ocurrir que no se anule el vec-
tor resultante? Argumenta y da ejem-
plos .

b. ¿Crees que este juego te sirvió para 
reforzar el contenido de vectores? Ex-
plica .

117
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c. ¿Qué importancia tiene para tu apren-
dizaje realizar este tipo de activida-
des?

¿Qué aprendí?

Evalúa los conocimientos adquiridos a lo 
largo de la Unidad realizando las siguien-
tes actividades .

Sabemos que nuestro planeta no es una 
esfera perfecta . Sin embargo, podemos 
interpretarla como tal para calcular dis-
tancias con bastante precisión .

Por ejemplo, si recorremos cierta dis-
tancia sobre la línea ecuatorial, podemos 
calcular el ángulo recorrido con respecto 
al centro de la Tierra .

117-118
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También podemos medir el área total de 
la superficie del planeta y, con ello, esti-
mar su radio . Finalmente, a partir de ese 
último valor, podemos calcular un aproxi-
mado del volumen total de la Tierra .

 Responde.

1. Asumiendo que la Tierra posee la for-
ma de una esfera perfecta, cuyo radio 
es de  aproximadamente 6 .300 km, de-
termina:

a. ¿Cuál es el largo aproximado de la 
línea ecuatorial?

b. Sabemos que el agua cubre 
3
4 de la 

superficie terrestre. ¿A cuántos km2 

118
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equivale su área total? ¿Cuántos km2 
corresponden a tierra firme?

c. La corteza terrestre mide un ancho 
promedio de 25 km . ¿Cuál es su volu-
men? ¿Cuál es el volumen del resto de 
nuestro planeta?

2. Analiza y resuelve los siguientes pro-
blemas:

a. Un modelo esférico de la Tierra tie-
ne un radio de 4 m . Calcula la longitud 
de su línea del ecuador (circunferencia 
máxima) y el área de su superficie.

118
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b. El radio de la base de un tarro cilín-
drico de metal son 76 cm y su altura es 
el triple de su diámetro basal . Calcula el 
volumen máximo que podría tener una 
esfera para estar dentro de ese tarro .

c. Se tiene una esfera de 5 cm de radio 
y un cono con el mismo radio y altura 
10 cm . ¿Cuál es la suma de sus volú-
menes?

3. Un depósito de diésel tiene forma esfé-
rica y un radio de 2,5 metros . Indica su 
volumen en litros y el costo de llenarlo 
si el litro de diésel costara $600 .

118
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4. Se caminan 120 metros por una auto-
pista recta . La depresión con respecto 
a la posición original es de 10 metros . 
Calcula el ángulo de inclinación de la 
carretera .

5. Un poste de 3 metros proyecta en el 
suelo una sombra de 1,2 metros . ¿Cuál 
es el ángulo de inclinación de los rayos 
solares?

6. Completa los siguientes triángulos rec-
tángulos . Indica los lados y ángulos que 
faltan en cada caso . Aproxima los valo-
res a la décima:

118-119
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c. Triángulo rectángulo cuyo cateto mide 
12,5 cm y su hipotenusa, 19 cm . 

7. Observa el siguiente grupo de vectores 
sobre el plano cartesiano .

119
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a. Indica sus componentes verticales y 
horizontales .

b. Con la relación trigonométrica ade-
cuada, indica el ángulo de cada vector 
con respecto al eje horizontal .

c. Calcula el vector resultante de la suma 
de todos los vectores de la figura.

119
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8. Determina las proyecciones de cada 
vector según la información entregada 
en la imagen .

y

x

4
3
2
1

-1
-2
-3
-4

-4   -3 -2 -1 0   1  2  3  4

(–4, 3)

(–3, –1)

(2, –4)

(3, 3)

z
w

uv

119119
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 Reflexiono

• ¿Qué conocimientos de circunferencia 
utilizaste para determinar las medidas 
de una esfera?

• ¿Qué te resultó más difícil en esta eva-
luación? ¿Cómo podrías mejorar?

119
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Unidad 3: Síntesis

Geometría

¿Qué es un sólido de revolución?

Es una figura sólida obtenida como con-
secuencia de hacer rotar una región pla-
na alrededor de una recta .

¿Qué es una esfera?

Un cuerpo geométrico generado al girar 
una semicircunferencia alrededor de su 
diámetro .

¿Cómo se calcula el volumen de una 
esfera y el área de su superficie?

Vesfera =  πr3

Asuperficie = 4πr2

162
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¿Qué son las razones trigonométri-
cas?

Son relaciones que se establecen entre 
los lados de un triángulo rectángulo .

¿Cómo se calculan las razones trigo-
nométricas en unos triángulos rec-
tángulos?

sen(α) = 
Cateto opuesto

Hipotenusa

cos(α) = Cateto adyacente

Hipotenusa

tg(α) = Cateto opuesto

Cateto adyacente

162
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¿Qué es un vector?

Es un segmento de recta orientado que 
tiene módulo, dirección y sentido .

¿Qué es el módulo de un vector y cómo 
se calcula?

Es la longitud de un vector |
→
V| =(x,y) y 

se calcula |
→
V| = √           x2 + y2

¿Cómo se calculan las proyecciones 
de un vector?

Vx = |
→
V|cos(α)

Vy = |
→
V|sen(α)

162
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UNIDAD CUATRO

PROBABILIDAD Y 
ESTADÍSTICA

120
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En esta Unidad aprenderás técnicas de 
conteos . También aprenderás el uso de 
variable aleatoria y la estadística en los 
medios de comunicación .

Instagram cuenta con más de 900 millo-
nes de usuarios activos . Una radio deci-
de incluir al tio_rocker, instagrammer con 
500 .000 seguidores, como parte perma-
nente de su nueva programación .

1. ¿Qué otras estrategias conoces para 
hacer que los clientes de una marca se 
sientan “más cercanos”? Ejemplifica.

2. ¿Qué variables miden los gráficos? 
¿Cuáles pueden ser sus valores?
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3. ¿Qué gráfico(s) utilizarías para evaluar 
si el tio_rocker fue una buena estrate-
gia para promocionar la radio? Discute 
con tu curso .

Menores  
de 20

21 a 30

31 a 40

41 a 50

51 a 60

Más de 60

Edad de los auditores

120-121



587

UNIDAD   4

121

Menores  
de 20

21 a 30

31 a 40

41 a 50

51 a 60

Más de 60

Edad de los seguidores de tío_Rocker
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Interacciones con la radio en redes socia-
les (en miles)

300
250
200
150
100
50

dic-19
ene-20

mar-20
abr-20

jun-20
ago-20

sep-20
nov-20

ene-21
0

Inicio de campaña
con el tio_rocker

El engagement (palabra inglesa que sig-
nifica compromiso) es un término utiliza-
do en publicidad . Con él se describe la 
cercanía entre una marca y las personas 
que la siguen en el mundo digital .

121
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Existen muchas maneras de medirlo . Al-
gunas son las veces que un cliente reali-
za una compra, las de las visitas al sitio 
web, las interacciones de las redes socia-
les (como los “me gusta”) y la cantidad 
de comentarios en las publicaciones .

4. Se premia a un auditor elegido al azar 
y a un seguidor del tio_rocker . ¿Es po-
sible que ambos seleccionados tengan 
entre 21 a 30 años? ¿Y qué ambos ten-
gan más de 60 años?

5. ¿Qué otras variables, que no se en-
cuentren en los gráficos, podrías utili-
zar para evaluar el efecto del tio_roc-
ker en la promoción de la radio? Da 3 
ejemplos .
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Activo lo que sé: Evaluación 
diagnóstica

1. Define con tus palabras los siguientes 
conceptos .

a. Espacio muestral

b. Experimento aleatorio

c. Probabilidad

d. Principio multiplicativo

e. Diagrama de árbol .

122
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2. Determina el espacio muestral y la car-
dinalidad que asociamos a los siguien-
tes experimentos aleatorios .

Por ejemplo:

Lanzar dos monedas tenemos cara (c) y 
sello (s)

Ω = {{c, c}; {c, s}; {s, c}; {s, s}}

a. Lanzar dos monedas y un dado .

b. Sacar una bolita de una caja que con-
tiene 3 bolitas de color rojo,1 azul y 
2 amarillas . Luego lanzar al aire una 
moneda .

122
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3. Gabriel necesita escoger su vestimenta 
para una fiesta. En su clóset tiene 5 ca-
misas, 3 jeans, 2 pantalones de tela, 4 
zapatos y 7 cinturones . ¿Cuántas teni-
das diferentes tiene para escoger? Rea-
liza un diagrama de árbol como ayuda .

4. En una urna hay bolitas numeradas del 
5 al 30 . Si se saca una bolita al azar, 
calcula las siguientes probabilidades .

a. Obtener un número multiplo de 5 .

b. Obtener un número primo .

c. Obtener un número par y mayor que 
20 .

d. Obtener un número mayor que 15 o 
divisor de 30 .

122
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5. El siguiente gráfico muestra la distribu-
ción de notas de 40 estudiantes de un 
curso .

1,0-1,9

2,0-2,9

3,0-3,9

4,0-4,9

5,0-5,9

6,0-7,0

Notas finales

122
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Al respecto:

a. ¿Cuántos estudiantes obtuvieron nota 
azul?

b. ¿Cuántos estudiantes obtuvieron nota 
inferior a 6,0?

c. Supón que esta gráfica representa 
la probabilidad de obtener una nota . 
¿Cuál es la probabilidad de que, en un 
curso de 30 personas, alguien obten-
ga nota entre 6 y 7?

6. Resuelve los siguientes desafíos:

a. Calcula la probabilidad de que, al ele-
gir una carta al azar de un naipe in-
glés, el número sea mayor a 10 .

122
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b. Los tomos de un diccionario están nu-
merados del 1 al 5 . ¿De cuántas for-
mas diferentes se los puede ordenar 
en la misma repisa?

c. Se lanza un dado de seis caras nume-
radas . ¿Cuál es la probabilidad de que 
el número obtenido sea par o menor 
que 3?

d. Se lanzan dos monedas . ¿Cuál es la 
probabilidad de que en la primera se 
obtenga cara y en la segunda sello?

 Reflexiono

¿Hay alguna actividad que te generó difi-
cultades? ¿Por qué?

122
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¿Te sientes preparado para comenzar esta 
Unidad?

¿Qué conceptos es necesario reforzar?

Lección 10: Técnicas de conteo

Principios básicos de conteo.

¿En qué consiste un experimento 
aleatorio?

¿Cómo se determina el espacio mues-
tral de un experimento aleatorio?

Objetivo: Aplicar el principio aditivo y 
multiplicativo para resolver problemas .

122-123
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1. Analiza la siguiente situación y realiza 
las actividades .

En una automotora se tienen las si-
guientes opciones para la compra de 
un automóvil .

Modelo de 
automóvil

Tipo de 
transmisión

123
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a. Realiza un diagrama de árbol que re-
presente las posibilidades que tiene 
un cliente para elegir un automóvil .

b. ¿Cuántas opciones de automóvil tiene 
un cliente para elegir?

c. ¿Qué operación crees que se debería 
realizar para obtener el número de op-
ciones de automóvil que existen? Ela-
bora una conjetura y discútela con tu 
curso .

Durante la última semana, la automo-
tora se ha provisto de más automóvi-
les . Ahora da la posibilidad de que los 
clientes pueden elegir diferentes colo-
res de automóvil . Estos son: rojo, pla-
ta, blanco, azul y dorado .

123
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d. Realiza un diagrama de árbol que re-
presente la cantidad de posibilidades 
que tiene un cliente para elegir su au-
tomóvil .

e. ¿Cuántas opciones de automóvil tiene 
un cliente para elegir?

Contar la cantidad de elementos de con-
juntos, relacionarlos todos entre sí o for-
mar subgrupos respondiendo a determi-
nadas características permite conocer de 
antemano el número de elementos mues-
trales en dicho experimento .
Las técnicas de conteo que estudiarás en 

esta lección permiten determinar el número 
de elementos de un espacio muestral en un 
experimento aleatorio, teniendo en cuenta 
el orden y la repetición de los elementos . 

123
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Algunas son: el principio de multiplicación, 
la permutación y la combinación; las cuales 
se pueden complementar con diagramas 
de árbol .

En el caso anterior, ¿se verifica la conje-
tura que hiciste en la actividad anterior?

El principio multiplicativo establece que, 
si un procedimiento se compone de dos 
etapas, que tienen respectivamente m y 
n posibilidades, entonces dicho procedi-
miento tiene m · n casos posibles en total . 
Si luego se agrega una nueva etapa, que 
tenga p posibilidades, el procedimiento 
tendrá m · n · p casos posibles . Es decir, 
siempre se multiplica por la cantidad de 
posibilidades de cada etapa .

123-124
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Por ejemplo, para el lanzamiento de un 
dado y una moneda, se tiene que el es-
pacio muestral del dado es 6 y la moneda 
2 . Luego la cantidad total de posibilidades 
son 6 · 2 = 12 .

2. En un experimento se extrae una bolita 
de la urna como la que se muestra en 
la imagen .

124
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a. ¿Cómo expresarías el producto que 
permite calcular los resultados posi-
bles de una extracción de 3 pelotitas 
con reposición?

b. ¿Cuántos resultados posibles tiene el 
experimento?

c. La extracción de las tres pelotitas se 
realiza sin reposición . ¿Cómo se ex-
presa el producto que permite calcu-
lar los resultados posibles del experi-
mento? ¿Cuántos resultados posibles 
tiene este experimento?

Observa los resultados de a y c . ¿Cómo 
influye en el resultado el tipo de extrac-
ción que se realizó?

124
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3. En una competencia de atletismo, par-
ticipan Hugo, Marcelo, Emilio y Rubén . 
Las marcas que ellos obtengan deter-
minarán los cuatro lugares de la com-
petencia .

a. ¿Cuáles son todos resultados posibles? 
Escriban todas las posibilidades .

b. El entrenador cree que Marcelo gana-
rá la competencia y que Hugo resul-
tará último . Si así fuera, ¿cuántos son 
los resultados posibles?

c. Si se agrega un quinto competidor, 
¿cuántos serían los resultados posi-
bles en total?

124
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4. Martina decide pintar el siguiente dibu-
jo con los lápices que se muestran en la 
figura. Ha decidido pintar cada maceta 
de un color diferente .

a. ¿Cuántas opciones tiene Martina para 
pintar los maceteros del dibujo? Ex-
présalo como la multiplicación de fac-
tores .

124
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b. Si Martina decidiera pintar los dos pri-
meros maceteros del mismo color, 
luego los dos siguientes de otro color, 
y así sucesivamente . ¿Cómo expresa-
rías la multiplicación que permite ob-
tener el resultado?

c. ¿Cuántas combinaciones posibles hay 
el caso anterior?
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5. La familia Tapia tiene diferentes alter-
nativas para viajar en sus próximas va-
caciones. Para decidir, han definido las 
siguientes categorías acerca de las que 
deben decidir .

Lugar 
geográfico

Destino 
turístico Transporte Tipo de 

alojamiento

Norte Playa Bus Hotel

Sur Campo Automóvil Cabañas

Montaña Avión Camping

Lago

a. ¿Cuántas opciones tienen en total los 
Tapia para sus vacaciones?

b. Supón que viajan en bus . ¿Cuántas 
opciones tienen para vacacionar?

125
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c. Imagina que deciden no viajar en avión 
ni ir al campo . ¿Cuántas opciones tie-
nen para vacacionar?

6. Por seguridad, una empresa solicita a 
sus trabajadores que creen una clave 
para sus cuentas institucionales . La cla-
ve debe ser:

6 caracteres
en total

Dígito (del 0 al 9) o 
letra (A – Z, sin la Ñ)

125
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Por ejemplo, el total de claves con 6 dí-
gitos son:
Con repetición: 10 · 10 · 10 · 10 · 10 · 

10 = 1 .000 .000 claves distintas
Sin repetición: 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 

151 .480 claves distintas

a. ¿Cuántas opciones distintas se puede 
poner en cada carácter?

b. ¿Cuántas claves pueden crearse si la 
secuencia debe ser dígito – dígito – 
letra – letra – dígito – letra, y no pue-
den repetirse ni letras ni dígitos?

c. ¿Cuántas claves pueden crearse si la 
secuencia debe ser letra – dígito – dí-
gito – letra – dígito – letra, y no pue-
den repetirse los dígitos?

125
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d. Se incluye, además, la diferencia-
ción entre mayúsculas y minúsculas . 
¿Cuántas combinaciones más se agre-
gan para cada carácter? ¿Las conside-
ras más seguras?

 Para concluir

a. ¿Cuál es la utilidad de un diagrama de 
árbol y en qué casos se puede utilizar?

b. Inventa un problema en el cual se uti-
lice el principio multiplicativo y resuél-
velo .

125
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Permutaciones

¿De cuántas formas posibles se pue-
den ordenar las letras de la palabra 
UNO?

¿En qué casos utilizarías el principio 
multiplicativo?, ¿en cuáles no?

Objetivo: Aplicar permutaciones para 
calcular probabilidades y resolver proble-
mas .

126
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1. Antonia quiere saber de cuántas ma-
neras puede colocar en el estante de su 
casa los libros que se muestran en la 
imagen .

A
rq

ui
te

ct
ur

a

Ci
en

cia
s

D
ib

uj
o

B
ot

án
ic

a

a. En parejas, anoten todas las posibles 
formas en las que se puede ordenar 
los libros .

126
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b. ¿Cuántas formas distintas hay de or-
denar los libros? Compara tu respues-
ta con otra pareja .

c. Si el primer libro de izquierda a dere-
cha es el de Ciencias, ¿en cuántas de 
ellos el segundo libro es Arquitectura? 
¿Es la misma cantidad para aquellos 
casos en que el segundo libro es otro?

d. ¿Cuál es la probabilidad de que, al or-
denar al azar sus libros, el primer libro 
sea el de Ciencias?

Describe el procedimiento utilizado para 
hacer la lista de todas las posibles formas 
de ordenar el estante .

126
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Una permutación de un conjunto de n 
elementos corresponde a la ordenación 
de estos . El número total de permutacio-
nes entre n elementos distintos se denota 
como Pn y está dado por:

Pn = n!

Donde n! se llama n factorial y corres-
ponde al producto: 

n! = n · (n − 1) · (n − 2) · ... · 3 · 2 · 1

Además, se considera 0! = 1

Por ejemplo: 

P5 = 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120

126
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Para calcular el total de permutaciones 
de n elementos, de los cuales uno de ellos 
se repite p veces, otra q veces, otro r ve-
ces, y así sucesivamente, puedes aplicar 
la siguiente expresión:

Pn    = p,q,r

      n!       
 p! · r! · q!

Por ejemplo:

¿Cuántos números distintos de tres ci-
fras diferentes se pueden escribir con los 
dígitos 1, 2 y 3? Identificamos las carac-
terísticas del problema:

• Se consideran todos los elementos          

• No se repiten

• El orden importa

126
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Anotamos los números:  

123   213   321
132   231   312

P3 = 3! = 3 · 2 · 1 = 6

Si un elemento o más se repiten, ¿au-
menta o disminuye la cantidad de órde-
nes posibles? Justifica.

2. Calcula:

a. P3

b. P7

c. P9

d. P5 · P2

e. P7: P5

f. P12: P3

126-127



616

UNIDAD   

3. Identifica a qué tipo de permutación 
(con o sin repetición) corresponden los 
siguientes casos:

a. Las formas en que se pueden ordenar 
los puestos de trabajo de 10 . 

b. Las formas en que se pueden ordenar 
las letras de la palabra EXTERIOR .

c. El orden en que se que puede repro-
ducir una lista de 15 canciones .

d. Las formas en que se pueden ordenar 
los dígitos 01255797 .

127
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4. En una fila hay 6 sillas. Estas son para 
Daniel, Elías, Andrea, Carmen, Isabel, 
Laura .

a. ¿De cuántas maneras diferentes se 
pueden sentar las 6 personas en las 
sillas?

b. Se decide que los dos hombres deben 
quedar en los extremos de la fila. ¿De 
cuántas maneras diferentes se pue-
den ubicar las personas?

c. ¿Qué técnica empleaste para resolver 
el caso anterior? Coméntala junto a tu 
curso .

127
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5. Diego quiere formar una clave para su 
candado que contenga los números 2, 2, 
5, 8 .

a. ¿Cuántas claves diferentes puede for-
mar? Anótalas .

b. ¿Qué similitudes y diferencias encuen-
tras entre esta situación y la actividad 
anterior? 

6. Se tienen los dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 .

a. ¿De cuántas maneras diferentes se 
pueden ordenar los dígitos si el 5 y el 
1 deben quedar en los extremos?

b. ¿Qué estrategia utilizaste para calcu-
lar el caso anterior?

127
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c. Se quiere que el 3 y el 7 queden en 
los extremos y el 4 en el centro . ¿De 
cuántas maneras cuántas maneras di-
ferentes se pueden ordenar los dígi-
tos?

¿Qué estrategia utilizaste para calcular 
el caso anterior? Compárala con tu curso .

7. Un concurso consiste en extraer 4 
sobres de la tómbola que se muestra 
en la imagen . Si un concursante logra 
extraer los sobres con letras en el or-
den POZO, recibe un premio . ¿Cuál es 
la probabilidad de que un concursante 
gane el premio?

127



620

UNIDAD   

 Para concluir

a. ¿En qué consiste una permutación? 
¿Qué tipos de permutación conoces?

b. ¿Qué representación del experimento 
te ayudó a entender las permutacio-
nes y su relación con el número facto-
rial?

127 128
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Variaciones

¿Qué características tienen las per-
mutaciones?

¿En qué casos se aplican las permu-
taciones?

Objetivo: Aplicar variaciones para cal-
cular probabilidades y resolver problemas .

1. Analiza la siguiente situación y realiza 
las actividades .

En una carrera de ciclismo se tienen cua-
tro competidores . De ellos, serán premia-
dos los tres primeros lugares con las me-
dallas de oro, plata y bronce .

Los competidores son: José, Jaime, Ro-
drigo y Francisco .

128
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a. ¿Es importante el orden en el que cada 
ciclista finalice la carrera?, ¿por qué? 
Justifica.

b. ¿De cuántas formas posibles se pue-
den entregar las medallas de oro, pla-
ta y bronce? Anota las posibilidades .

c. ¿Cuál es la probabilidad de que Fran-
cisco obtenga el primer lugar?

Se llama variación de k elementos esco-
gidos entre n y se denomina  a la cantidad 
de ordenamientos posibles de k elemen-
tos, escogidos entre n .

• Una variación sin repetición se calcula 
como:

Vn    = 
k

      n!       
  (n - k)!

128
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• Una variación con repetición se calcu-
la como:
Vr n    

k
=nk

Por ejemplo:

Calcular cuántos números de dos dígitos 
se pueden formar utilizando las tarjetas: 
4, 5 y 7 .

• Sin repetición:

Los números que se pueden formar son: 
45 – 47 – 54 – 57 – 74 – 75

El resultado anterior se puede compro-
bar mediante la fórmula . En este caso,  
n = 3 y m = 2, y además los núme-
ros no se pueden repetir, se obtiene: 
V 3    

2 =       3!       
  (3 - 2)!

= 3! = 6

128
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• Con repetición:

Los números que se pueden formar son: 
44 – 45 – 47 – 54 – 55 – 57 – 74 – 75 – 
77
El resultado anterior se puede compro-

bar mediante la fórmula . En este caso, 
n=3 y m=2, y además los números no se 
pueden repetir, se obtiene: V 3    

2 = 32= 9

¿En qué atributos de una situación te fi-
jarías para distinguir si una situación co-
rresponde a una permutación o a una va-
riación?

2. Si a la carrera de ciclismo se suma otro 
competidor, Alejandro . Responde:

a. ¿A qué tipo de variación corresponde 
esta situación?

128
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b. ¿Cuántos participantes quedarán sin 
premio?

c. ¿Cuáles son los valores de n y k en 
esta nueva variación?

d. Calcula el número de combinaciones 
posibles para la obtención de las me-
dallas de oro, plata y bronce .

e. ¿Cuál es la probabilidad de que Ale-
jandro obtenga el primer lugar?

f. ¿En cuántas combinaciones Alejandro 
obtiene el primer lugar y Jaime obtie-
ne el segundo lugar? Expresa tu re-
sultado como una variación .

¿Qué estrategia utilizaste para resolver 
la actividad anterior? Explica .

128-129
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3. Calcula:

a. V 7    
2
   b. V 10    

4
   c. V 23    

5

d.Vr 82     e. Vr 64  f. Vr 15
6

4. Determina el valor de n o k según co-
rresponda:

a. Vr n    
3 = 216   d. Vr n    

3 = 125

b. Vr 8k = 512   e. Vr 2k = 32

c. Vr n    
2 = 121   f. Vr n    

4 = 1 .296

5. Resuelve los siguientes problemas:

a. ¿Cuántas palabras, con o sin senti-
do, de 5 letras no repetidas se pue-
den formar con las letras de la palabra  
SECTOR?

129
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b. Cinco estudiantes se presentan de 
candidatos para la directiva del curso . 
Se debe escoger a tres de ellos para 
ocupar los cargos de presidente, se-
cretario y tesorero . ¿Cuántas son las 
directivas posibles?

c. ¿Cuántos números de tres cifras se 
pueden construir utilizando los dígitos 
2, 4, 6 y 8?

d. En cierto país, las patentes vehicula-
res están formadas solo por 4 letras 
del abecedario distintas (incluyendo la 
ñ) . ¿Cuántas patentes se pueden for-
mar con esa condición?
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e. La contraseña de cierto tipo de cuen-
ta consiste en un número de 4 dígitos 
cuyas cifras se pueden repetir . A esto, 
le siguen 3 vocales que no se pueden 
repetir . ¿Cuántas contraseñas se pue-
den crear siguiendo dichas condicio-
nes?

6. Cada uno de los profesores de Mate-
mática, Física y Química elegirá secre-
tamente a un estudiante de 9 posibles 
para participar en un seminario .

a. Para este caso, ¿cuál es el tipo de va-
riación?

b. ¿Cuántas ternas de estudiantes se 
pueden formar?

129
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7. Se lanza un dado de 12 caras tres ve-
ces .

a. ¿Cuántos son los resultados posibles?

b. Si se lanza el mismo dado una vez 
más, ¿en cuánto aumentan la canti-
dad de resultados?

 Para concluir.

a. ¿Qué tuviste dificultades para resolver 
las actividades del tema?

b. ¿En qué aspectos de una situación te 
fijarías para determinar que se debe 
utilizar una variación?

129
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Combinaciones

¿Cómo se calcula una variación sin 
repetición?

¿Importa el orden dentro de una va-
riación?

Objetivo: Aplicar las combinaciones 
para calcular probabilidades y resolver 
problemas .

1. Analiza la siguiente situación y realiza 
las actividades .

En una circunferencia, se han trazado 6 
puntos, como se muestra en la figura.

130
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130

a. Se quiere formar triángulos distintos 
utilizando los triángulos . Si la consi-
deramos una variación sin repetición, 
¿cuáles serían los valores de n y k?

b. ¿Cuántos órdenes posibles determi-
naste para el caso anterior? 

c. Considera un triángulo cualquiera . 
¿Cuántos órdenes posibles de sus vér-
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tices denotan el mismo triángulo? ¿Qué 
técnica de conteo te permite realizar 
ese cálculo? 

d. Consideremos que un mismo triángulo 
tiene más de una forma de escribirse 
y el orden de los vértices no importa . 
¿Podríamos seguir aplicando una va-
riación?

e. En el recurso GeoGebra, selecciona 
“animar” para observar cuántos trián-
gulos se pueden formar con los puntos 
dados . ¿Cuántos triángulos diferentes 
hay?

f. Calcula el cociente entre los resulta-
dos que obtuviste en b y c . ¿Qué ob-
servaste?

130
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Animar

Detener

Para comprobar.
gbit .cl/T21M2MP130A

Se llama combinación de k elementos 
escogidos entre n a la cantidad de posibi-
lidades que hay de escoger k elementos 
distintos de un total de n, sin que impor-
te el orden en que son escogidos . Para 
el caso sin reposición, la cantidad total 
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de combinaciones se escribe como , y se 
puede calcular como:

Cn  =
k

      n!       
k! · (n - k)!

                 
      k!

      n!    
  (n - k)!

=

Cuando una combinación se realiza con 
reposición de elementos, se debe utilizar 
la expresión:

Crn =
k

 (n + k - 1)! 
 k! · (n - k)!

Por ejemplo, en un taller de tejidos, hay 
4 colores de lana: blanco (B), azul (A), 
rosado (R) y verde (V) . Si cada asistente 
debe elegir 3 colores diferentes para con-
feccionar una bufanda, ¿cuántas eleccio-
nes puede realizar? Identificamos los da-
tos, n = 4 (4 opciones posibles), k = 3 (3 

130
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son seleccionadas) y que cada asistente 
debe escoger colores diferentes (sin re-
petición), al reemplazar en la expresión, 
se obtiene:

C4  =
3

       4!       
(3 - 4)! · 3!

   4!   
1! · 3!

24
6

= =

La expresión       n!       
k! · (n - k)!

 suele escribir-

se como (nk) —que se lee “n sobre k”— y 

recibe el nombre de número combinato-
rio . Algunas propiedades de los números 
combinatorios son:

• Cualquier número sobre 0 es igual a 1

• Todo número sobre sí mismo es igual 
a 1 .

130
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• Un número sobre 1 siempre es igual 
al número .

2. Calcula:

a. C 84    c. C 10
5    e. Cr 10

8

b. C 63    d. Cr 13
5    f. Cr 75

3. Matilde debe elegir mensualmente 4  
de los siguientes tickets .

MUSEO

CINE

TEATRO

PLANETARIO

ZOOLÓGICO

130-131 131
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a. El orden de la elección de los tickets 
no importa . ¿Cuántas elecciones dis-
tintas podría hacer Matilde?

b. Se agregan las opciones Estadio y Con-
cierto, pero se reduce la elección de 
tickets a 3 . ¿Cuántas elecciones dis-
tintas podría hacer Matilde?

4. Resuelve los siguientes problemas:

a. En un juego de azar, se deben acertar 
6 de 36 números en sorteo, mientras 
que, en otro, se debe acertar en 10 
de 20 . ¿Cuál de los dos juegos tiene 
la mayor cantidad de resultados posi-
bles?
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b. En un curso de 35 estudiantes, se de-
ben elegir a 4 de ellos para formar par-
te de la patrulla ecológica del colegio . 
¿Cuántos grupos distintos se podrían 
formar?

c. Para un paseo familiar, Nicolás debe 
comprar tres bebidas en un super-
mercado que ofrece 6 tipos distintos . 
¿Cuántos grupos distintos de bebidas 
podría comprar si solo puede llevar 
dos o tres del mismo tipo?

d. ¿Cuántos equipos de futbolito de 7 ju-
gadores se pueden formar con un gru-
po de 10 jugadores?

131
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5. De un grupo de 13 atletas compuesto 
por 8 hombres y 5 mujeres, se debe 
escoger a 6 para una competencia .

a. ¿Cuántas son las combinaciones que 
se pueden elegir?

b. ¿Cuál es la probabilidad de que los 6 
competidores escogidos sean hom-
bres?

c. ¿Cuál es la probabilidad de que, entre 
los 6 escogidos, al menos haya 3 mu-
jeres?

 Para concluir

a. ¿En qué consiste una combinación? 
Explícaselo con un ejemplo a tus com-
pañeros .

131
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b. ¿En qué se diferencian la combinato-
ria de la variación y la permutación? 
Comenta con tu curso

Aplicaciones

¿En qué se diferencian las técnicas 
de conteo que conoces?

¿Cuándo aplicas cada una?

Objetivo: Modelar situaciones aplican-
do el principio multiplicativo, variaciones, 
permutaciones y combinaciones para re-
solver problemas y calcular probabilida-
des .

131-132
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De acuerdo con las características de un 
problema, puedes saber si corresponde a 
un caso de permutaciones, variaciones o 
combinaciones, utilizando el siguiente es-
quema:

¿Importa el 
orden?

¿Se conside-
ran todos los 
elementos?

Combinación

Permutación Variación

Sí
No

Sí No

132
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Permutación

¿Hay elementos 
repetidos?

SíNo
Permutaciones 
sin repetición

Pn = n!

Permutaciones con 
repetición

Pn
(p,q,r)

         n!         
 p! · q! · r!  . . .

=

132



643

UNIDAD   4

Variación

¿Puedo repetir 
elementos?

SíNo
Variación sin 
repetición

    n!    
(n - k)!

Vn =k

Variación con 
repetición
Vrn = nk

k

132
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Combinación

¿Puedo repetir 
elementos?

SíNo
Combinación sin re-

petición
    n!    
(n - k)!

Cn =k (nk) =

Permutaciones con 
repetición

 (n + k - 1) 
(n -1)! · k

Crn =k

132
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1. Determina a qué tipo de técnica de con-
teo corresponde cada situación:

a. El número de palabras con o sin sen-
tido que se pueden formar con las le-
tras de la palabra LIBRO .

b. Los números de dos cifras que se pue-
den formar mezclando los dígitos 3, 5 
y 7 .

c. Los rankings de 3 estudiantes, hechos 
a partir de 6 de ellos .

d. El número de chalecos de dos colores 
(elegibles entre rojo, verde, gris y ne-
gro) que se pueden repetir, sin impor-
tar el orden .

132
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e. Los votos de 15 estudiantes para ele-
gir al presidente de curso entre 4 can-
didatos .

f. Los números de uno, dos y tres cifras 
que se pueden formar usando los dí-
gitos 1, 2 y 3 .

2. Para un matrimonio que tiene tres hi-
jos:

a. Realiza un diagrama de árbol que 
muestre las posibilidades de sexo 
para cada hijo . Considera equiproba-
ble hombre y mujer .

b. ¿Cuál es la probabilidad de que los tres 
hijos sean mujeres?

132-133
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c. ¿Cuál es la probabilidad de que dos 
hijos sean hombres, sin importar el 
orden?

d. ¿Cuál es la probabilidad de que los dos 
primeros hijos sean hombres?

3. Para los anillos que se muestran en la 
figura, resuelve:

a. ¿De cuántas formas distintas se pue-
den colocar los tres anillos en una 
mano si es posible poner más de un 
anillo en el mismo dedo?

b. Para el caso anterior, ¿importa el or-
den en que sean colocados los anillos 
en el mismo dedo?

133
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c. Imagina que solo se puede colocar un 
anillo en cada dedo . ¿Cuántas formas-
posibles hay de colocar los tres anillos 
en la mano?

4. Se tiene un número de tres cifras se-
leccionado al azar:

a. ¿Cómo calcularías la cantidad de nú-
meros de tres cifras que existen?

b. ¿Cuántos números de tres cifras dis-
tintas existen?

c. ¿Cuál es la probabilidad de que, al se-
leccionar un número de tres cifras al 
azar, este contenga dígitos repetidos?

133
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133

5. Una baraja inglesa contiene 52 cartas, 
las cuales se dividen en 4 pintas (picas, 
diamantes, tréboles y corazones) . Cada 
una de ellas contiene 13 cartas (A, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K) .

Recuerda que las pintas son:

y

Y que el naipe inglés se compone de las 
siguientes cartas:
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9 cartas numeradas (del 2 al 10):

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8

9

9

10

10

A J Q K
A J Q K

a. ¿De cuántas formas se pueden extraer 
15 cartas, sin considerar el orden?

b. ¿Cuántos conjuntos de 15 cartas no 
contienen ninguna letra?

133
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c. Si se extraen 15 cartas, ¿cuál es la 
probabilidad de que contengan al me-
nos una letra?

6. Marcos realiza un test de 10 preguntas . 
Cada una de ellas tiene 5 alternativas, 
de las cuales solo una es la correcta . Si 
responde al azar:

a. ¿Cuál es la probabilidad de que Mar-
cos acierte en todas las preguntas?

b. ¿Cuál es la probabilidad de que Mar-
cos acierte exactamente 6 preguntas?

134
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7. En un matrimonio, 4 parejas quieren 
tomarse una foto en fila junto a los no-
vios, de manera que cada persona esté 
junto a su pareja . ¿De cuántas formas 
pueden ordenarse para la foto si los 
novios deben quedar en el centro de la 
fila?

8. En todo campeonato de fútbol en el 
que todos los equipos juegan contra 
todos, importa saber en qué momento 
se enfrentarán los dos más populares . 
Por ello, al hacer la programación se in-
tenta que jueguen en fechas centrales . 
Es decir, que no se enfrenten cuando 
el campeonato esté definido o que sea 
una final anticipada.

134
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Se está organizando un campeonato de 
fútbol en el que participan 12 equipos:

a. ¿Cuántos partidos se deben jugar en 
total?

b. ¿En cuántas fechas es posible comple-
tar el campeonato? ¿por qué?

c. En tu cuaderno, construye una tabla 
en la que se muestre el desarrollo del 
campeonato . Es decir, cuáles partidos 
se juegan en cada fecha . Considera 
que cada equipo juega solo un partido 
por fecha . Luego, organiza un orden 
posible para cada partido . ¿De cuán-
tas maneras distintas se podrían or-
denar? Explica .

134
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d. Un miembro de la organización pro-
pone calendarizar al azar . ¿Cuál es la 
probabilidad de que el partido entre 
los dos equipos favoritos se juegue 
entre las fechas 7 y 9 (ambas inclusi-
ve)? Justifica tu respuesta.

9. Se ubica un rey en un tablero de aje-
drez, como se muestra . El rey solo pue-
de moverse siempre hacia la derecha o 
hacia arriba, haciendo un movimiento 
por vez .

134
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F

A C

D

B

●

    Rey

134
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a. ¿A qué experimento(s) se asemeja? 
Comenta .

b. ¿Cuántos movimientos se deben rea-
lizar para llegar a cada una de las po-
siciones indicadas por las letras en el 
tablero?

c. ¿De cuántas formas distintas se pue-
de llegar a cada posición marcada?

 Para concluir

a. Inventa una situación que se pueda 
resolver aplicando una combinación 
con repetición . 

b. ¿Qué diferencia existe entre una com-
binación con repetición y una varia-
ción con repetición?

134-135
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c. ¿En qué situación de la vida real se 
aplican las permutaciones sin repeti-
ción?

Antes de continuar: Evaluación 
intermedia. El juego de Keeler

Materiales:

1. Carnet de identidad de cada integran-
te del grupo, pase escolar o tarjeta de 
identificación.

Este juego de combinaciones se realizará 
en grupos de 8 personas . Comienzan rea-
lizando la actividad seis personas, mien-
tras las otras dos estarán registrando el 
proceso realizado .

135
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El juego consiste en un intercambio de 
identificaciones según los pasos estable-
cidos a continuación .

Paso 1: Los 6 participantes escogidos se 
ubican alrededor de una mesa . Ubican 
su carnet de identidad frente a ellos . 
Por turno, intercambian su identifica-
ción con un compañero .

a. ¿De cuantas formas posibles podrían 
haber realizado este intercambio?

Paso 2: Cuando ya nadie tenga su car-
net, deberán intentar recuperarlo .
Para esto, deben seguir solo una re-
gla: "No pueden intercambiar nueva-
mente con quien ya lo hayan hecho" .

135
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b. ¿Fue posible para todos obtener de re-
greso su identificación?

c. ¿Con qué problemática se encontra-
ron en el proceso de recuperación?

d. ¿Cuántos movimientos les fue posible 
realizar? 

Paso 3: Se suman al juego las otras 2 
personas que comienzan con su pro-
pio carnet . Comiencen el juego inter-
cambiando las identidades hasta re-
cuperar cada uno su carnet .

e. ¿Después de cuántos movimientos pu-
dieron recuperar sus identificaciones?

f. Calcula todas las combinaciones posi-
bles que podrían darse en tu grupo .

135
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 Reflexiono

a. ¿Qué dificultades tuvieron durante la 
realización del juego? ¿Cómo las su-
peraron?

b. Comenta con tu grupo:

• ¿Fue tu actitud la adecuada durante la 
actividad?

• ¿Cómo evaluarías tu participación en 
la actividad?

• ¿Cuál fue la importancia del trabajo 
grupal para llegar a las respuestas?

136
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136

Lección 11: Variable aleatoria

Definición de variable aleatoria

¿Qué es el dominio y el recorrido de 
una función? Explica con tus palabras.

¿Qué es la probabilidad experimen-
tal? ¿Qué es la probabilidad teórica?

Objetivo: Definir y aplicar el concepto de 
variable aleatoria asociado a un experi-
mento .

1. Analiza la siguiente situación:

En un minimercado existen tres cajas 
abiertas para atender a los clientes . Se 
realiza un experimento aleatorio que con-
siste en observar qué cajas están ocupa-
das .
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a. ¿Qué técnica de conteo te permitirá 
saber el número de combinaciones de 
cajas disponibles?

b. ¿Cuántos son los posibles estados de 
disponibilidad de una sola caja? ¿Y de 
tres cajas?

c. Completa en tu cuaderno la siguiente 
tabla con el número de combinaciones 
que determinaste anteriormente .

136



663

UNIDAD   4

Combinación 1 2  . . .

Caja A D D  . . .

Caja B D D  . . .

Caja C D X  . . .

Nº de cajas 
ocupadas 0 1  . . .

X = Ocupada

D = Desocupada

d. ¿Cuántas cajas, como mínimo, pueden 
encontrarse ocupadas? ¿Puede existir 
un número de 4 cajas ocupadas? ¿Por 
qué? Explica .

e. ¿Cuáles son todas las posibles canti-
dades de cajas ocupadas que se pue-
den encontrar en el supermercado?

136
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f. En una observación se encontraron 
dos cajas ocupadas en total . ¿Se pue-
de saber exactamente cuáles fueron 
esas cajas?

g. Completa el siguiente diagrama en tu 
cuaderno:

Si el diagrama representara una función, 
¿cuáles serían los elementos del dominio? 
¿Cuáles serían los elementos del recorri-
do de la función?

137
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Llamamos variable aleatoria discreta a 
la función X que asigna un único número 
real a cada suceso del espacio muestral 
(Ω) de un experimento aleatorio. Es de-
cir:

X: Ω → Y ⊆ ℝ

La variable aleatoria nos permite centrar 
la atención en alguna característica co-
mún que tengan los elementos del espa-
cio muestral que sea de nuestro interés, 
más que los resultados mismos del expe-
rimento aleatorio .

Por ejemplo, para el lanzamiento de dos 
monedas, el espacio muestral es Ω = {cc, 
cs, sc, ss} y la variable aleatoria X: canti-
dad de caras obtenidas en el experimen-
to . Entonces:

137
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Ω X (Ω)

cc 2

cs 1

sc 1

ss 0

137
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"Recuerda que el espacio muestral es el 
conjunto de todos los posibles resultados 
de un experimento aleatorio" 

El recorrido de la función X es  
Y = {0, 1, 2}. Estos elementos se deno-
tan como xi .

En la actividad 1, ¿cómo se define la va-
riable aleatoria X? ¿Qué valores toma?

2. Un gimnasio realiza un estudio acerca 
de la variable Z: masa corporal (en kg) 
de sus socios .

a. ¿Qué valores podría tomar la variable 
aleatoria masa corporal de un socio 
del gimnasio?

137
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b. ¿Qué diferencias hay entre esta varia-
ble y la variable definida en la activi-
dad anterior?

c. ¿Crees que es posible contar los ele-
mentos que pertenecen al recorrido 
de la variable X? ¿Y los elementos del 
recorrido de la variable Z?

d. ¿Qué dificultades tienes al contar los 
elementos del recorrido de alguna de 
las dos variables? Explica .

¿A qué conjunto numérico pertenecen 
los elementos de la variable aleatoria?

Una variable aleatoria discreta se puede 
clasificar de acuerdo con su recorrido. Si 
su cantidad de elementos es numerable y 
finita, se la llama variable aleatoria discreta 

137-138
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138

finita. En caso contrario, corresponde a 
una variable aleatoria discreta infinita. Por 
otro lado, si su recorrido es un intervalo 
de números reales, la variable aleatoria 
es continua .

Por ejemplo, una variable finita es la can-
tidad de empleados que trabajan en una 
tienda, mientras que el tiempo de espera 
por un pedido es una variable continua .

3. Anota el espacio muestral de los si-
guientes experimentos aleatorios . Lue-
go, identifica la variable aleatoria invo-
lucrada y su recorrido .
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a. Lanzar el dado y anotar la cantidad de 
divisores que tiene el número obteni-
do .

b. Extraer dos papeles simultáneamente 
y contar las consonantes obtenidas .

A

R
N

D

138
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c. Lanzar las dos fichas de la imagen y 
anotar la suma de sus resultados .

Frente

Reverso

d. Extraer de la tómbola dos bolas de for-
ma simultánea y anotar la suma entre 
los números obtenidos .

5
8

1

4
2

6
9

73

138
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4. Clasifica las variables aleatorias de los 
siguientes experimentos según sea fi-
nita o infinita. Discutan sus respuestas 
en parejas .

a. Lanzar 6 monedas y anotar el número 
de caras obtenidas .

b. Lanzar un dado de doce caras y regis-
trar los divisores del resultado obteni-
do .

c. Registrar el tiempo que demora un 
cliente en ser atendido en una benci-
nera .

d. Lanzar un dado de cuatro caras y ano-
tar los múltiplos del resultado obteni-
do .

138
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5. Observa el siguiente experimento alea-
torio . Luego, responde las preguntas .

De una caja que contiene 2 monedas 
de $100 y 2 de $500, se seleccionan 3 
de ellas al azar y sin reemplazo .

a. ¿Cuál es el espacio muestral del expe-
rimento?

138
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b. Se define la variable aleatoria como 
X: monto total de las tres monedas . 
¿Cuál es su recorrido?

c. Representa la función de la variable 
aleatoria X en un diagrama sagital .

138
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 Para concluir.

a. ¿Qué diferencias hay entre una varia-
ble aleatoria y de una función alge-
braica?

b. ¿Qué estrategia utilizaste para deter-
minar el número de elementos del es-
pacio muestral para experimentos de 
extracción sin reemplazo?

Probabilidad de una variable 
aleatoria

¿Qué es una variable aleatoria dis-
creta?

139
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¿Cómo se calcula la probabilidad de 
un evento?

Objetivo: Calcular la probabilidad de 
una variable aleatoria discreta .

1. Analiza la siguiente situación y realiza 
las actividades .

Se realiza el experimento aleatorio de 
lanzar las siguientes 3 monedas al aire y 
se anotan los resultados de cara o sello:

500 100 50

a. ¿Cuál es el espacio muestral del ex-

139
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perimento aleatorio? ¿De cuántos ele-
mentos se compone?

Puedes ayudarte con un diagrama de 
árbol .

b. Se define la variable aleatoria X: nú-
mero de sellos obtenidos . ¿Cuáles son 
los valores que puede asumir xi? Anó-
talos .

c. ¿Cuál es la cantidad de casos favora-
bles que tiene cada valor del recorri-
do de la variable? Construye una tabla 
para ayudarte .

139
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d. ¿Cómo calcularías la probabilidad de 
obtener cada elemento del recorrido 
de la variable? Explica .

e. Calcula la probabilidad de obtener cada 
elemento del recorrido de la variable .

f. ¿Existen valores de xi con la misma 
probabilidad? ¿Cómo lo explicarías?

g. ¿Cuál es el resultado de la suma de 
todas las probabilidades que calculas-
te anteriormente? ¿Cómo explicarías 
ese resultado?

h. Completa el diagrama sagital en tu 
cuaderno:

C - C - C 0

 . . .  . . .  . . .

1
8

Espacio 
muestral

Variable 
aleatoria 

X

Probabilidad

140 140
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i. La relación que existe entre la varia-
ble aleatoria y las probabilidades ob-
tenidas ¿es una función? Justifica tu 
respuesta .

Sea X una variable aleatoria discreta de 
recorrido x1, x2, …, xn, se denomina fun-
ción de probabilidad a:

f: X → [0, 1]

xi → f( xi ) = P(X = xi)

140
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Esto quiere decir que a cada elemento de 
la variable aleatoria xi, f le asigna su pro-
babilidad correspondiente f(xi), también 
anotada como P(X = xi) . De esta manera 
se obtiene:

f(x1) + f(x2) + …+f(xi) = 

P(X = X1) + P(X = x2) + …+P(X = xi) = 1

Por ejemplo:

Experimento: Lanzamiento de dos mo-
nedas .

1
4
2
4

140 140
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1
4 : Los casos donde se obtuvieron 0 o 2 

caras (X=0 o X=2) corresponden a 1 caso 
de los 4 posibles del espacio muestral (Ω).
2
4  : 2 casos de 4 en que el número de ca-
ras es 1 .

Obteniendo así:

f(0) = P(X = 0) = 14

f(1) = P(X = 1) = 2
4

f(2) = P(X = 2) = 1
4

140
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Es importante recordar que la probabili-
dad de un suceso siempre es un número 
real comprendido entre 0 y 1, ambos in-
cluidos .

¿De qué maneras expresaste la función 
de probabilidad en el ejercicio anterior?

141
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2. Se realiza el lanzamiento de dos da-
dos de seis caras. Se define la variable 
aleatoria X: cantidad de números pri-
mos obtenidos en los dos dados .

a. ¿Cuál es la cantidad de elementos que 
contiene el espacio muestral? Anota 
los posibles resultados del experimen-
to en tu cuaderno .

b. ¿Cuál son los valores que toma xi?

c. Determina las probabilidades asocia-
das a cada elemento del recorrido de 
la variable .

141
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3. Se escoge al azar un día de la semana .

a. ¿Cuál es el espacio muestral asociado 
al experimento?

b. Se define la variable aleatoria X: can-
tidad de consonantes contenidas en el 
día de la semana elegida . Determina 
el recorrido de X .

c. Calcula las probabilidades para cada 
valor de xi

141
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4. Define la función de probabilidad para 
cada situación y calcula su probabili-
dad . Guíate por el ejemplo . Experimen-
to aleatorio:

Elegir al azar dos de las siguientes car-
tas y anotar el número de ases .

Paso 1: Escribe todos los elementos que 
conforman el espacio muestral .

Ω = {(K , A ), (K , A ), (K , 2 ), 
(2 , A ), (2 , A ), (A , A )}

141



686

UNIDAD   

Paso 2: Completa la tabla con los posi-
bles resultados .

Ω Cantidad de Ases

(K , A ) 1

(K , A ) 1

(K , 2 ) 0

(2 , A ) 1

(2 , A ) 1

(A , A ) 2

Paso 3: Anota el recorrido de la variable .

X = {0, 1, 2}

141
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142

Paso 4: Define la función de probabilidad 
para cada valor del recorrido de la varia-
ble .

P(X = 0) = 
1
6

P(X = 1) = 
4
6

P(X = 2) = 
1
6

a. Lanzar un dado de 4 caras y uno de 6 
caras y anotar la cantidad de números 
pares obtenidos .

b. Extraer tres bolitas simultáneamen-
te de una urna que contiene 4 bolitas 
blancas, 3 rojas y 2 negras . Anotar la 
cantidad de bolitas rojas extraídas .
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5. Se escoge al azar un mes del año .

a. ¿Cuál es el espacio muestral del expe-
rimento?

b. Crea una variable aleatoria Z para el 
experimento y determina la probabili-
dad de cada una .

6. Se define la variable aleatoria Y como 
la suma entre dos números enteros dis-
tintos seleccionados al azar entre el –4 
y el 2 (ambos incluidos) .

a. ¿Cuáles son los posibles valores de la 
variable aleatoria Y?

b. ¿Cuál es el valor de P(Y = −3)?, ¿y de 
que sea menor o igual a –5?

142
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7. Se estudian la cantidad de atrasos de 
los estudiantes durante una semana .

Variable X: cantidad de atrasos duran-
te una semana .

xi P(X = xi)

0 0,2

1 0,25

2 0,05

3 k

4 0,15

5 0,1

a. ¿Cuál es el recorrido de la variable 
aleatoria X?

b. ¿Qué representa el valor 0,1?

142
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c. ¿Cuál es el valor de k? ¿Por qué? Com-
paren sus respuestas en parejas .

d. Se escoge al azar a un estudiante . 
¿Qué valores de xi se deben conside-
rar para calcular la probabilidad que 
este haya tenidos a lo más 3 atrasos?

e. ¿Cuál es el valor de P(X ≤ 3)?

8. Se extrae 3 veces sin reposición una 
bolita de una tómbola con bolitas nu-
meradas del 1 al 10. Se define la varia-
ble X: cantidad de veces que se selec-
ciona un número par .

a. ¿Cuál es el recorrido de la variable?

b. ¿Cuál es la probabilidad de extraer al 
menos una bolita con número par?

142
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c. Completa en tu cuaderno la siguiente 
tabla con los valores correspondien-
tes:

xi P(X = xi)

x1 P(X = x1)

 . . .  . . .

xn P(X = xn )

 Actividades de profundización

9. Considera las siguientes variables 
aleatorias asociadas a experimentos 
diferentes .

a ; si xi = 1
b, si xi = 2
0, 6 ; si xi = 3

P (X = xi ) =
⎧

⎨
⎩
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2a; si yi = 1
b; si yi = 2
0,3; si yi = 3

P (X = xi ) =
⎧

⎨
⎩

a. ¿Cuáles son los valores de a y b?

b. ¿Cuál es el valor de P(X ≥ 2)?

c. ¿Cuál es el valor de P(Y ≥ 2)?

 Para concluir

a. Explica con tus palabras lo que entien-
des por función de probabilidad . En-
trega un ejemplo .

b. ¿Qué estrategia utilizaste para resol-
ver la actividad 9?

143
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Gráfica de la distribución de una 
función de probabilidad

¿Qué es una función de probabili-
dad?

¿Cómo se puede representar?

Objetivo: Representar gráficamente la 
función de distribución de una variable 
aleatoria .

1.  Analiza la siguiente situación y realiza 
las actividades .

Se gira la ruleta de la imagen dos ve-
ces y se anotan los números obtenidos .

143
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a. ¿Cuáles son los elementos del espacio 
muestral?

b. Se define la variable aleatoria X: suma 
de los números obtenidos al girar la 
ruleta dos veces . ¿Cuál es el recorrido 
de la variable?

143 143
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c. Calcula la probabilidad para cada va-
lor que toma la variable y escribe su 
función de probabilidad .

d. Completa en tu cuaderno el gráfico de 
barras para los valores obtenidos en 
c .

La altura de cada barra corresponde a la 
probabilidad de cada valor de X, en este 
caso P(X=2) .

143
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(2    3   ...) = Valores que toma la va-
riable aleatoria X .

(0,06; 0,04; 0,02; 0) = Probabilidad 
asociada al valor que toma la variable

En el eje de las abscisas (eje horizontal), 
se ubican los valores del recorrido de la 
variable aleatoria . En el eje de las orde-
nadas (eje vertical), se ubican las proba-
bilidades asociadas . 

Para las variables aleatorias se utilizan 
barras de igual ancho sin dejar separa-
ción .

143-144
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e. Calcula la probabilidad de que X sea:

• A lo más 2 .

• A lo más 8 .

• A lo más 6 .

• A lo más 4 .

• A lo más 10 .

• A lo más 5 . 

• A lo más 3 .

• A lo más 9 .

• A lo más 7 .

f. Construye un gráfico que muestre las 
probabilidades obtenidas en la activi-
dad anterior . Ubica los valores del re-
corrido de la variable en el eje de las 
abscisas . En el eje de las coordena-
das, ubica las probabilidades calcula-
das anteriormente . 

144
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g. ¿Qué diferencias y similitudes hay en-
tre los dos gráficos que construiste?

h. ¿Cuál es el valor de la probabilidad de 
P(X ≤ 10)? ¿Cómo lo explicarías?

Sea X una variable aleatoria, es posible 
definir la función de distribución como:

P(X ≤ xi) o F(X)

Una función de distribución de una va-
riable aleatoria discreta corresponde a 
la probabilidad de los valores menores o 
iguales a un valor determinado de la va-
riable . En otras palabras, corresponde a 
su probabilidad acumulada .

144



699

UNIDAD   4

Para graficar la función de probabilidad 
o la función de distribución, se debe con-
siderar:

• En el eje de las abscisas, se ubican to-
dos los posibles valores de la variable 
aleatoria X .

• En el eje de las ordenadas, se ubican 
las probabilidades .

• Se deben utilizar gráficos de barra de 
igual ancho . 

144 144



700

UNIDAD   

Observa los ejemplos:

Función de distribución de la variable X .

P(X = xi)

144 144
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144

Función de probabilidad de la variable X . 
P(X ≤ xi )
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2. Para las siguientes variables aleatorias, 
construye el gráfico correspondiente a 
la función de probabilidad .

a. 

xi
1 2 3 4 5

P(X = xi) 0,15 0,05 0,25 0,10 0,45

b. 

xi
2 4 6 8

P(X = xi) 0,25 0,35 0,15 0,25

144-145
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3. La siguiente función de probabilidad 
de la variable aleatoria X: “número de 
mascotas que tiene una familia en cier-
ta ciudad del país”, se muestra en la 
siguiente tabla:

xi
0 1 2 3

P(X = xi) 0,05 0,45 0,15 0,35

a. Construye una tabla para la función 
de distribución de probabilidad de la 
variable aleatoria .

b. Construye un gráfico para la función 
de probabilidad de X . Luego, constru-
ye otro para la función de distribución 
de probabilidad .

145
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c. Se escoge al azar una familia . ¿Cuál 
es la probabilidad de que esta tenga 
al menos 1 mascota? ¿Y que tenga a 
lo más 2 mascotas?

4. Escribe la función de probabilidad y de 
distribución de probabilidad de las si-
guientes situaciones .

a. Cantidad de números impares obte-
nidos al lanzar 4 veces seguidas un 
dado .

b. Número de caras al lanzar 5 veces se-
guidas una moneda .

c. Número de extracciones necesarias 
para obtener una bolita verde al sacar 
sin reposición de una caja que contie-
ne una bolita roja, verde, azul y blan-
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ca .

5. Determina la función de probabilidad 
correspondiente a cada gráfico de fun-
ción de distribución de la variable alea-
toria .

a. 
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b. 
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145 145-146

6. La probabilidad de que un estudiante 
destine cierta cantidad de horas a la 
semana a leer se encuentra en el si-
guiente gráfico. Analiza y responde.

Gráfico de probabilidad

X: cantidad de horas destinadas a leer .
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a. Se escoge un estudiante al azar . ¿Cuál 
es la probabilidad de que este destine 
3 horas a leer?

b. Utilizando una tabla, determina la 
probabilidad acumulada de la variable 
aleatoria . 

c. Construye el gráfico de la función de 
distribución de la variable aleatoria .

d. ¿Cuál es la probabilidad de escoger al 
azar un estudiante que destine a lo 
más 6 horas a la lectura?

e. ¿Cuál es la probabilidad de escoger al 
azar un estudiante que lea entre 4 y 8 
horas (ambas inclusive)?

146
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f. ¿Qué estrategias podrías utilizar para 
calcular la probabilidad anterior? Men-
ciona al menos dos formas diferentes 
y compártelas con tu curso .

7. En una empresa que fabrica teléfonos 
celulares, se estudia la cantidad de fa-
llas de los equipos. Se define la varia-
ble X: cantidad de fallas que tiene cier-
to modelo .

xi P(X = xi)

0 0,41

1 0,10

2 0,12

3 020

4 0,13

5 0,04

146



710

UNIDAD   

a. Si se selecciona al azar uno de los 
equipos, ¿cuál es la cantidad de fallas 
menos probable de obtener? ¿Cuál es 
la cantidad más probable de fallas?

b. ¿Cuál es la probabilidad de encontrar 
a lo más 3 fallas en un teléfono?

c. ¿Cuál es la probabilidad de seleccio-
nar un teléfono que tenga 2 a 4 fallas?

d. ¿Cuál es la probabilidad de seleccionar 
un celular que tenga más de 2 fallas, 
pero menos de 4?

8. Determina las funciones de probabili-
dad a partir de las funciones de dis-
tribución . Luego, constrúyelas en una 
hoja de cálculo .

146
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Paso 1: En una hoja de cálculo, ingresa 
los valores de la variable aleatoria X . En 
la columna siguiente ingresa los valores 
de la función de distribución F(X) .

146



712

UNIDAD   

Paso 2: Para calcular la función de proba-
bilidad, escribe en la última de la tercera 
columna “=” . Luego, selecciona la celda 
adyacente de la segunda columna y rés-
tale la celda superior .

Paso 3: Copia la formula hacia arriba, ex-
cepto para el dato de la primera fila, que 
se copia directamente de F(X)

Paso 4: Selecciona los datos de F(X) y 
P(X=xi) y presiona en

 INSERTAR>GRAFICOS . 

Luego, en el menú de gráficos, selecciona 
“Todos los gráficos” y después  “Cuadro 
combinado”. Modifica F(X) como línea api-
lada y P(X=xi) como columna agrupada . 
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a. 

xi 0 1 2 3
P(X = xi) 0,275 0,425 0,855 1

b.  

yi 0 1 2 3

P(Y = yi) 0,22 0,38 0,92 1

 Para concluir

a. ¿Qué diferencias hay entre una fun-
ción de probabilidad y una función de 
distribución acumulada? Explica usan-
do tus palabras .

b. ¿Qué representación te ha permitido 
comprender mejor las probabilidades? 
¿Por qué?
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Antes de continuar: Evaluación 
intermedia

1. Escribe tres ejemplos diferentes para:

a. Variable aleatoria discreta .

b. Variable aleatoria continua .

2. Se lanza dos veces un dado cargado, de 
manera que los números pares tienen 
el doble de probabilidad de salir que los 
impares. Se define la variable aleatoria 
X: producto de los números obtenidos . 
Calcula la probablidad de obtener un 
número menor que 12 .

147
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3. Se lanza un dado de ocho caras, nume-
radas del 1 al 8. Se define la variable 
aleatoria que representa si el número 
obtenido es primo o no . Para esto, se 
asigna 0 si no es primo y 1 si es primo .

a. ¿Cuáles son todos los elementos xi 
que componen el espacio muestral?

b. Construye una tabla con los elemen-
tos del espacio muestal y el recorrido 
de la variable aleatoria .

c. Representa la función de la variable alea-
toria a través de un diagrama sagital . 
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4. Se gira la ruleta de la figura tres veces 
y se registran los colores obtenidos y 
los números .

Se define las variables: 

X: cantidad de casillas con colores pri-
mos obtenidos .

Y: cantidad de números impares obteni-
dos .

147



718

UNIDAD   

a. ¿Cuál es el recorrido de la variable 
aleatoria?

b. Determina la función de probabilidad 
para cada variable aleatoria .

c. Determina la función de distribución 
para cada variable aleatoria .

5. Considera el experimento aleatorio 
“lanzar dos dados” y la variable aleato-
ria X: cantidad de números primos que 
aparecieron en ambos dados .

a. Escribe el recorrido de la variable alea-
toria .

b. Calcula la función de probablidad de 
la variable aleatoria .

c. Calcula P(X = 1) y P(X < 2)

148
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d. Grafica la función de probabilidad.

e. Calcula la función de distribución .

 Reflexiono

a. ¿Qué notación de función probabilidad 
utilizaste más? ¿Por qué?

b. ¿Qué conocimientos de la Unidad de Ál-
gebra y Funciones te ayudaron a com-
prender la variable aleatoria? ¿Cómo 
te ayudaron? 
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Lección 12: Probabilidad en la 
sociedad

La probabilidad en los medios de co-
municación

¿Cuál es el significado de “probabi-
lidad”?

¿Qué quiere decir que una muestra 
sea aleatoria?

Objetivo: Analizar la información de los 
medios de comunicación aplicando pro-
babilidades .

148
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1. Analiza la siguiente información . Lue-
go, responde .

Poderosas razones para comer ce-
reales integrales

La alimentación está estrechamente re-
lacionada con la salud . Una dieta rica en 
grasas, azúcares y sodio eleva el riesgo 
de sufrir enfermedades no transmisibles, 
como diabetes, cáncer y cardiovascula-
res, entre otras . Pero también está la cara 
opuesta . Alimentos que ayudan a prote-
ger el organismo . Los cereales integrales 
son uno de ellos, de acuerdo a un recien-
te trabajo que confirmó que su consumo 
contribuye a reducir el riesgo de padecer 
patologías crónicas . Se trata de un me-

148
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taanálisis realizado sobre 45 estudios que 
relacionan una dieta basada en cereales 
con una mejora en la salud y una reduc-
ción en el riesgo de muerte por ataque 
cerebrovascular (ACV), diabetes, cáncer 
y problemas respiratorios e infecciosos .

Los resultados arrojaron que consumir 
90 gramos de cereales integrales al día 
reduce en 19% las probabilidades de pa-
decer enfermedades coronarias y en 22% 
las cardiovasculares . A su vez, la morta-
lidad relacionada con ACV se reduce en 
14%, con cáncer 15%, con afecciones 
respiratorias un 22%, infecciosas en 26% 
y con diabetes 51% .

Los investigadores concluyeron que 
hasta el momento “las recomendaciones 

148-149 149
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para la ingesta de granos enteros habían 
sido a menudo poco claras o incoherentes 
en relación con la cantidad y tipos de 
alimentos de grano entero que se debían 
consumir”. La evidencia científica recogida 
por esta exhaustiva revisión permite 
“apoyar firmemente las recomendaciones 
dietéticas para aumentar la ingesta 
de alimentos de grano entero en la 
población general para reducir el riesgo 
de enfermedades crónicas y mortalidad 
prematura”, sostuvieron .

No obstante, los investigadores 
aclararon que el metaanálisis tiene 
algunas limitaciones relacionadas con la 
heterogeneidad de estudios revisados y 
con los diferentes estilos de vida, hábitos 
alimenticios y nivel social de las personas 
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que participaron de ellos .

Fuente: https://www .clarin .com (Adap-
tación)

a. ¿Cuáles son los datos que entrega la 
noticia? Anótalos en tu cuaderno .

b. ¿Qué quiere transmitir la noticia? Dis-
cutan en parejas .

c. ¿Se pueden considerar correctas las 
siguientes conclusiones? Analiza y jus-
tifica.

Conclusión 1: Una persona que no con-
sume granos enteros tiene mayor mor-
talidad prematura y riesgo de sufrir en-
fermedades crónicas que una que suele 
consumirlos .
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Conclusión 2: Una persona que consu-
me granos enteros no tiene riesgo de su-
frir enfermedades crónicas ni muerte pre-
matura .

Conclusión 3: Una persona que con-
sume granos enteros tiene menor proba-
bilidad de sufrir enfermedades crónicas 
y muerte prematura que una que no los 
consume .

d. Si se realizara este estudio en otra po-
blación, ¿se obtendría la misma con-
clusión? ¿Por qué? Justifica tu res-
puesta y coméntala con tu curso .
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2. Analiza la siguiente noticia y responde .

El lado solidario de Chile: uno de cada 
cuatro jóvenes realiza voluntariado

Uno de cada cuatro jóvenes realiza tra-
bajos de servicios comunitarios de forma 
voluntaria . Esa es una de las conclusio-
nes que arroja la IX Encuesta Nacional de 
la Juventud, estudio desarrollado duran-
te 2018 para conocer diversas temáticas 
que involucran a este grupo .

Según los resultados del apartado que 
aborda el tema del voluntariado, el pro-
medio de jóvenes que realizan estas acti-
vidades se mantiene bordeando el 28% y 
las mujeres participan levemente más en 
estos trabajos (29,1%) que los hombres 
(26,5%) .
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Los jóvenes expresaron, en su mayoría, 
que realizan trabajos de voluntariado por 
temas vocacionales (35,1%) y para ad-
quirir experiencia (12,3%) . A su vez, son 
las regiones de los extremos del país las 
que concentran la mayor proporción de 
voluntarios .

La IX Encuesta Nacional de la Juventud 
2018 evidencia que existe una diferencia 
de participación de los jóvenes en estas 
actividades según su situación socioeco-
nómica (35% de jóvenes de ingresos al-
tos versus el 25,4% de ingresos bajos) y 
según viva en zonas urbanas (28,5%) o 
rurales (23,1%) .

Asimismo, junto con el voluntariado, 
esta encuesta abordó los lugares donde 

149-150
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los jóvenes realizan actividades de parti-
cipación política: el 17,9% lo realiza en el 
club deportivo; el 16,7% en la comunidad 
o con grupos virtuales y el 7,2% en fede-
raciones de estudiantes .

La IX Encuesta Nacional de la Juven-
tud se aplicó en todas las regiones a una 
muestra aproximada de 9 .700 jóvenes de 
entre 15 y 29 años .

Fuente:https://www .latercera .com 
(Adaptación)

a. Se selecciona un joven de entre 15 y 
29 años . Según el texto, ¿cuál es la 
probabilidad de que este realice un 
voluntariado?
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b. ¿Cuál es el total de jóvenes de entre 
15 y 29 años que realiza voluntariado?

c. ¿Cómo calculaste lo pedido en la pre-
gunta anterior? ¿Qué datos utilizaste?

Para analizar correctamente la informa-
ción de los medios de comunicación, es 
importante que conozcas los conceptos 
de estadística y probabilidad . Si no tienes 
claridad respecto de ellos, puedes llegar a 
conclusiones erradas .

3. Analiza los siguientes datos . Luego, 
realiza las actividades . 

Un estudio de la empresa GFK 
Adimark consultó en 2019 acerca de las 
preocupaciones de la gente relacionadas 
con la crisis ambiental . Las respuestas 
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fueron las siguientes .

¿Cuáles son los 3 principales problemas 
medioambientales de Chile?

• Sequía y escasez de agua: 92%

• Deforestación: 45%

• Aumento de desechos/basura: 41%

• Calentamiento global: 40%

• Contaminación atmosférica: 29%

• Sobrepesca: 17%

• Extinción de especies y pérdida de bio-
diversidad: 15%

• Expansión urbana: 12%

• Degradación del suelo: 9%
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Fuente: https://www .gfk .com

a. Se elige al azar a una persona encues-
tada . ¿Cuál es la probabilidad de que 
se manifestara preocupada por la de-
forestación?

b. Se elige al azar a una persona encues-
tada . ¿Cuál es la probabilidad de que 
se manifestara preocupada por la ex-
pansión urbana?

c. ¿Cuál es la preocupación menos recu-
rrente?
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4. Reúnanse en grupos de 3 a 4 integran-
tes . Busquen investigaciones y artícu-
los que se relacionen con probabilidad . 
Luego, realicen las actividades .

a. Identifiquen la temática con la que se 
relaciona el artículo y las probabilida-
des .

b. ¿De qué se trata el artículo? Realicen 
un resumen con las ideas más impor-
tantes .

c. ¿Qué conclusiones erróneas podría 
asumir una persona que desconoce 
sobre conceptos probabilidad? Men-
cionen un ejemplo .
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d. ¿Existe algún tipo de manipulación de 
la información? ¿Con qué propósito 
creen que se realiza esto en algunos 
casos? Discutan sus ideas .

e. Expongan su análisis frente al curso e 
intercambien sus análisis .

 Para concluir

a. ¿Es importante conocer conceptos de 
probabilidad y estadística para leer 
noticias o estudios? Justifica.

b. Ponte en el lugar de alguien que no 
sabe de probabilidad y estadística . 
¿Qué conceptos le harían más enten-
dible la información de un estudio?
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Probabilidad y toma de 
decisiones

¿Cuál es el rol de la probabilidad en 
la sociedad?

¿Qué datos y probabilidades consul-
tas en tu día a día?

Objetivo: Aplicar la probabilidad para 
resolver problemas y tomar decisiones .

1. Analiza la siguiente información . Lue-
go, responde:

Tres amigos desean invertir su dinero . 
Para ello pueden elegir entre tres 
empresas . En la primera, la probabilidad 
de obtener ganancias es de 30% y la de 
perder dinero, de 40% . En la segunda, 
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la probabilidad de tener ganancias es de 
10% y de perder, 60% . En la tercera, la 
probabilidad de obtener ganancias es de 
20% y de perder, 5% .

a. El primero desea que el riesgo de per-
der dinero sea el menor posible . ¿En 
cuál de las empresas debe invertir?

b. El segundo prefiere elegir la empresa 
con la mayor probabilidad de ganan-
cia posible . ¿Cuál de las tres empre-
sas debiera elegir?

c. El tercero quiere una empresa en la 
que no se produzca ganancia ni pér-
dida de dinero . ¿Cuál de las empresas 
debe elegir?
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2. Analiza la situación . Luego, responde .

El gráfico muestra la probabilidad de que 
llueva 10 o más días del mes en cierta ciu-
dad . Una empresa de la ciudad, que ven-
de materiales para la construcción, tiene 
mayores ventas en los meses en los que 
la probabilidad de lluvia durante 10 días o 
más es menor que 0,2 . Además, en esos 
meses debe contratar una mayor canti-
dad de trabajadores .

Por otro lado, cuando la probabilidad de 
lluvia supera 0,6, se generan pérdidas .

151-152
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152

Probabilidad de lluvias por mes

a. Según la información, ¿en qué meses 
es probable que la empresa deba con-
tratar más trabajadores?

b. Los dueños de la empresa deciden ce-
rrar durante los meses que probable-
mente llueva 10 o más días . ¿Cuántos 
meses cerrarán?
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c. Un análisis de último minuto estable-
ce que la empresa generará el triple 
de ganancias respecto de un mes nor-
mal, Esto ocurrirá el tercer mes del 
periodo en que la probabilidad de que 
llueva 10 o más días en cada uno de 
ellos sea inferior a 0,07 . ¿En qué mes 
podría ocurrir esto? Justifica.

En muchas situaciones, las probabilida-
des permiten valorizar los posibles resul-
tados de estudios estadísticos o análisis 
de casos . De este modo, facilitan así la 
toma de decisiones con respecto a deter-
minadas opciones . Observamos muchos 
de estos casos en diversas áreas: empre-
sarial, económica, forestal, ciencias so-
ciales, entre otras .
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Empresa 
C

75% 0,8 74%

152-153
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a. ¿Qué dificultades podría tener una 
persona al leer la información de la 
tabla? ¿Cómo lo solucionarías?

b. Un cliente quiere comprar materiales 
eléctricos para una obra que debe es-
tar lista en una fecha determinada . 
¿Cuál empresa debería escoger?

c. A un cliente no le interesa especial-
mente el servicio de posventa . ¿Cuál 
empresa es más conveniente? Justifi-
ca tu respuesta .

4. Analiza la siguiente tabla . Luego, res-
ponde .

% G = Probabilidad de ganancias

% P = Probabilidad de perdidas

153
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Opciones de inversión ofertadas por un banco

Monto
Fondo A Fondo B Fondo C

% G % P % G % P % G % P

Desde
$100 .000

hasta
$999 999

14% 12% 22% 19% 10% 15%

Desde
$1 .000 .000

hasta
$2 .999 .999

6% 2% 5% 0,5% 7% 1%

Desde
$3 .000 .000

hasta
$6 .000 .000

12% 17% 18% 9% 11% 30%

a. Se desea invertir $2 .500 .000 . ¿En cuál 
de los tres fondos es más probables 
obtener ganancias? ¿En cuál es más 

153
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Opciones de inversión ofertadas por un banco

Monto
Fondo A Fondo B Fondo C

% G % P % G % P % G % P

Desde
$100 .000

hasta
$999 999

14% 12% 22% 19% 10% 15%

Desde
$1 .000 .000

hasta
$2 .999 .999

6% 2% 5% 0,5% 7% 1%

Desde
$3 .000 .000

hasta
$6 .000 .000

12% 17% 18% 9% 11% 30%

a. Se desea invertir $2 .500 .000 . ¿En cuál 
de los tres fondos es más probables 
obtener ganancias? ¿En cuál es más 

probable obtener pérdidas?

b. Se quiere invertir $6 .000 .000 en un 
mismo fondo, pero dividiendo el mon-
to en $2 .000 .000 y $4 .000 .000 . ¿En 
cuál de los tres fondos conviene ha-
cerlo considerando solamente las pro-
babilidades de obtener ganancias?

c. Se desea invertir $1 .500 .000, pero se 
quiere correr un bajo riesgo de pérdi-
das . ¿Cuál es el fondo más convenien-
te para hacerlo?

d. Martina quiere invertir un mismo mon-
to en los tres fondos . ¿Entre qué va-
lores es más conveniente hacer esa 
inversión?

 Actividades de profundización

153 153
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5. El dilema del prisionero consiste en el 
siguiente problema:

Se interroga a dos sospechosos, pero 
no hay pruebas suficientes para conde-
narlos . Después de separados, se les 
ofrece el mismo trato:

Si uno confiesa y su cómplice no, el 
cómplice será condenado a la pena to-
tal, diez años, y el que confiese será 
liberado. Si ambos confiesan, ambos 
serán condenados a seis años . Si am-
bos lo niegan, todo lo que podrán hacer 
será encerrarlos por un cargo menor .
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a. Se considera equiprobable que un acu-
sado confiese y guarde silencio. ¿Qué 
probabilidad tiene cada escenario?

154
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b. Analiza los posibles casos:

I. ¿Cuál de los resultados finales de 
la situación es más conveniente 
para ambos?

II. Si uno niega el trato, ¿cuál es el 
escenario más favorable para el 
otro?

c. Debate con un compañero la mejor 
opción en el dilema del prisionero . 
Adopten cada uno las posturas a favor 
confesar y a favor de guardar silencio . 
Utilicen las probabilidades calculadas 
anteriormente para argumentar .

154 154
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Luego de estudiar el dilema del prisio-
nero, ¿qué opción crees que tiene mayor 
probabilidad? ¿Cuál es más conveniente? 
¿Por qué?

 Para concluir

a. Investiga y comenta a qué situacio-
nes crees que se aplica el diagrama 
del prisionero .

b. ¿En qué situaciones cotidianas utilizas 
probabilidades para tomar decisiones?
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Interpretación de la probabilidad

¿Cuándo se puede utilizar la regla 
de Laplace para calcular probabilida-
des?

¿Qué significa que dos sucesos sean 
equiprobables?

Objetivo: Identificar los tipos de proba-
bilidad presentes en situaciones cotidia-
nas .

1. Analiza la siguiente situación . Luego, 
responde .
Para definir la pareja ganadora de un 
concurso, esta debe lanzar dos dados 
gigantes de 4 caras y anotar la suma .
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Si la suma es 5, pasan a la final. Si es 6, 
pueden ir al repechaje .

a. ¿Cuál es la cantidad de combinaciones 
que hay en el espacio muestral?

b. ¿Cuáles son los resultados posibles? 
Anótalos en tu cuaderno .

c. Si la suma de ambas caras es 2, en-
tonces la pareja obtiene un premio 
sorpresa . ¿Cuál es la probabilidad de 
que la pareja obtenga este premio?

d. Si la suma de ambas caras es 8, en-
tonces los jugadores tienen la opor-
tunidad de lanzar los dados otra vez . 
¿Cuál es la probabilidad de que ocurra 
ese suceso?
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Un experimento se realiza al azar y tiene 
n formas igualmente probables y mutua-
mente excluyentes . Además, si m resul-
tados cumplen con el atributo A, la pro-
babilidad de A está dada por la siguiente 
expresión:

P(A) = 
m

n

Esta definición, que se conoce como re-
gla de Laplace, corresponde a la probabi-
lidad clásica .

Por ejemplo, al obtener un número par 
de un dado de seis caras se tiene que:

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y los casos favo-
rables son A = {2, 4, 6} donde m = 3 y  

n =6, por tanto, P(A) = 
3

6
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2. Otro de los juegos del concurso es una 
trivia . Antes de responder las pregun-
tas, los concursantes deben tocar una 
chicharra . Se sabe que las chicharras 
están defectuosas y a veces no suenan . 
Por ello, se decidió estudiar al azar una 
de ellas .

Número de 
veces que 
se tocó la 
chicharra

Número de 
veces que la 
chicharra no 

sonó

Frecuencia 
relativa

10 1 0,1

30 3 0,1

50 4 0,08

200 15 0,075

500 39 0,078

1000 78 0,078
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a. ¿Qué sucede con la frecuencia relativa 
conforme cambia la cantidad de veces 
que se tocó la chicharra?

b. Observa lo que ocurre a medida que 
aumenta la cantidad de veces que se 
toca la chicharra . ¿A qué valor tiende 
la probabilidad de que esta no suene?

La frecuencia relativa de los resultados 
favorables a A se aproxima al valor de 
la probabilidad teórica a medida que el 
número de repeticiones aumenta . Esto se 
conoce como probabilidad experimental .

155-156



753

UNIDAD   4

c. Los productores del concurso dicen que 
están en un 80 % seguros de que, si 
el programa cambia de horario, será 
visto por más gente . ¿En que se basa 
la afirmación de los productores? ¿Qué 
diferencia existe entre esa probabilidad 
y las que observaste anteriormente?

En muchas afirmaciones la probabili-
dad puede interpretarse como el grado 
de creencia con respecto a la ocurrencia 
de una afirmación. Esto se conoce como 
probabilidad subjetiva . En esos casos, la 
probabilidad representa un juicio perso-
nal acerca de un fenómeno impredecible .
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3. Identifica el tipo de probabilidad en cada 
situación. Justifica en cada caso.

a. Un estudiante estima que tiene una 
probabilidad de 0,76 de aprobar un 
examen .

b. Al lanzar una moneda, hay una proba-
bilidad de 0,5 de que salga cara .

c. Es muy probable que mañana haya 
mucho tráfico porque comienzan las 
clases .

d. Se estima que la probabilidad de tener 
un accidente en carretera es del 7% 
en septiembre de 2021 . Esto, consi-
derando los accidentes de septiembre 
de 2020 .
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e. Estudios científicos indican que en 20 
años más será menos probable que 
las personas fumen .

4. El Problema de Monty Hall es un pro-
blema de probabilidad inspirado por 
el concurso televisivo estadounidense 
Let’s Make a Deal (Hagamos un trato) . 
Su nombre proviene del presentador, 
Monty Hall . En este concurso, el partici-
pante escoge una puerta entre tres . Su 
premio consiste en lo que se encuentra 
detrás de ella . Sin embargo, antes de 
abrirla, el presentador, que sabe dónde 
está el premio, abre una de las otras 
dos puertas y muestra que detrás de 
ella hay una cabra . Ahora tiene el con-
cursante una última oportunidad de 
cambiar la puerta escogida .
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156 156
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156

a. Completa en tu cuaderno el diagrama .

b. ¿Qué decisión crees que es mejor: 
quedarse con la puerta o cambiarla? 
Comenta con tu curso .

c. Realiza una simulación del experimen-
to . Para ello anota en una hoja de cál-
culo:

Paso 1: Escribe lo siguiente:

Puerta 1: En la celda A2: 

"=Aleatorio()<1/3"

Puerta 2: En la celda B2: 

"=SI(A2=Falso;Aleatorio()<1/2)"

Puerta 3: En la celda C2: 

"=NO(O(A2:B2))" 
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Elección: En la celda D2: 

"=Aleatorio .entre(1;3)" 

Cambiar la puerta: En la celda E2:

"=SI(elegir(D2;A2;B2;C2)=

Verdadero;Falso;verdadero)" .

Paso 2: Selecciona la segunda columna 
y cópialo para generar más simulacio-
nes . Agrega en la columna F el con-
teo . Para ello, escribe: 

"=CONTAR .SI(E:E,VERDADERO/CON-
TARA(E:E)-1)" y asígnale formato de 
porcentaje .

157
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157
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¿Debe el concursante mantener su elec-
ción original o escoger la otra puerta? 
¿Hay alguna diferencia?

¿Qué tipo de probabilidad utilizaste en 
tu respuesta final? Discute en parejas.

 Para concluir

a. Proporciona un ejemplo para cada tipo 
de probabilidad. Argumenta su clasifi-
cación en cada caso .

b. ¿Qué estrategia utilizarías para dife-
renciar la probabilidad experimental 
de la probabilidad clásica?

157 157
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Antes de continuar: 
Evaluación intermedia

¿Cuáles son nuestros hábitos?
En grupos de tres integrantes, discutan 

sobre la información entregada en cada 
caso . Luego, respondan .

1. En octubre de 2019, un medio de co-
municación dio a conocer esta noticia 
en relación con los índices de sobrepe-
so en Chile .

Una alarmante realidad se dio a conocer 
recientemente en nuestro país . Los últi-
mos datos publicados por la OCDE mues-
tran que el 74% de la población adulta 
en Chile sufre sobrepeso u obesidad . Esto 
sitúa a Chile en el país de la OCDE con 
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más alta tasa de obesidad y sobrepeso, 
por encima de México (72,5%) y Estados 
Unidos (71%) .

Fuente: https://www .elmostrador .cl

a. ¿Cuáles pueden ser las causas de es-
tos índices de obesidad en Chile?

b. Realicen un gráfico que represente la 
información entregada en la noticia . 
¿Qué tipo de gráfico utilizaron y por 
qué?

2. Otro medio nacional, en enero de 2019, 
dio a conocer los resultados de una en-
cuesta sobre actividad física y deporte .

a. ¿Cuántas personas realizan actividad 
física según las recomendaciones de 
la OMS?

157-158
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b. ¿Cómo se relaciona esta información 
con la relativa a índices de sobrepeso?

c. Investiga con tus compañeros: ¿Cuá-
les son las recomendaciones de la OMS 
en relación con la actividad física?

El Ministerio del Deporte dio a cono-
cer los resultados de la Encuesta Nacio-
nal de Actividad Física y Deportes . Su 
última versión encuestó a 6025 personas 
mayores de 18 años a lo largo de todo 
Chile .

Las cifras dadas a conocer revelaron que 
el 18,7% de los encuestados realiza acti-
vidad física bajo las recomendaciones de 
la Organización Mundial de la Salud 
(OMS) .
Las cifras confirmaron la tendencia de 
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que la tasa de inactividad de los chile-
nos ha ido a la baja, pasando de 87,2% 
de inactivos en 2006, a 81,3% 2018 . Sin 
embargo, entre 2015 y 2018 se produjo 
un estancamiento: apenas un 0,5 de los 
chilenos mayores de 18 años decidió mo-
verse .

Fuente: http://www .ipsuss .cl

3. Elaboren una lista con 3 propuestas 
para mejorar los hábitos de vida salu-
dable en los estudiantes de su colegio . 
Realicen un afiche con estas propues-
tas .

158



765

UNIDAD   4

 Reflexiono

a. ¿Qué estrategia usas para discriminar 
entre los distintos tipos de probabili-
dad de un argumento? 

b. ¿En qué otros casos usas probabilida-
des? Comenta con tu curso .

¿Qué aprendí?

Evalúa los conocimientos adquiridos a lo 
largo de la Unidad realizando las siguien-
tes actividades .

1. Con respecto a los motivos que lleva-
ron a cambiar la forma de las patentes 
en Chile:

Las formas de identificar los vehículos 
en Chile han variado con el tiempo .
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En 1985, para ordenar el sistema, se de-
cidió que las patentes constarían de 6 ca-
racteres: 2 letras y 4 dígitos .

Posteriormente, en 2008, debido al alto 
crecimiento del parque automotor, se im-
plementó un cambio que rige hasta hoy . 
Las patentes consisten en 4 letras y 2 dí-
gitos .

a. Calcula el total de patentes posibles 
según la nomenclatura usada entre 
1985 y 2007 .

b. Calcula el total de patentes posibles 
con la nomenclatura actual .

c. Compara ambos números con la po-
blación chilena de la época . ¿Tiene 
sentido un cambio como el realizado 
en 2007? Argumenta .
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d. Calcula el total de patentes si solo se 
utilizarán letras para los 6 caracteres .

2. Calcula y resuelve los siguientes pro-
blemas de combinatoria:

a. En una carrera participan 10 corredo-
res . Calcula de cuántas formas podrían 
repartirse los 3 primeros lugares .

b. ¿Cuántos números de 3 dígitos se pue-
den formar con los números 2,4,6,8 y 
0 si ningún dígito se repite?

c. Un equipo de básquetbol tiene 5 in-
tegrantes . Calcula el total de forma-
ciones que se podrían hacer con 12 
jugadores si todos pueden jugar en 
cualquier posición .
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3. Resuelve los siguientes desafíos . Cal-
cula la probabilidad solicitada según 
corresponda:

a. Lanzar 2 dados de 6 caras y obtener 2 
números 6 .

b. En un naipe español, sacar dos cartas 
seguidas y que la primera sea oro y la 
segunda una espada .

c. Se tiene una caja con 5 pelotas: 3 ne-
gras y 2 blancas . Se sacan 2 pelotas 
una tras otra, sin reposición . ¿Qué 
color debiese salir primero para que 
aumente la probabilidad de que la si-
guiente sea de color negro?

d. Sacar al menos 1 cara al lanzar 4 mo-
nedas al mismo tiempo .
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e. De la generación 2019 de un colegio, 
el 60% reprobó Lenguaje, el 50% re-
probó Historia y el 20% reprobó am-
bas asignaturas . ¿Qué probabilidad 
hay de que, al elegir un estudiante al 
azar, este haya reprobado Lenguaje o 
Historia, pero no ambas?

4. Para cada variable aleatoria definida, 
determina sus valores . Luego, constru-
ye una tabla de doble entrada adecua-
da para sus probabilidades .

a. Lanzar 3 monedas . X corresponde al 
número de caras obtenidas .

b. Se lanzan dos dados de 6 caras . X co-
rresponde al producto de los números 
obtenidos .
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5. La tabla muestra la función de probabi-
lidad de la variable aleatoria X .

xi
0 1 2 3 4

P(X=xi) 0,1 0,2 0,35 0,05 2m

a. ¿Cuál es el valor de m?

b. ¿Cuál es el valor de P(x ≥ 3)

c. Inventa un problema que se represen-
te con los valores de la tabla .

6. En 2013, el New York Times, definió la 
estadística como “la ciencia de apren-
der de los datos (o razonar acerca de 
los datos), la teoría y métodos de ex-
traer información de los datos para so-
lucionar problemas del mundo real, la 

163



771

UNIDAD   4

ciencia de la incertidumbre, la ciencia 
interdisciplinaria por excelencia, el arte 
de contar una historia con datos” .

a. ¿Qué opinas acerca de esta definición 
de estadística?

b. ¿Qué importancia tiene que sea una 
ciencia interdisciplinaria?

 Reflexiono

¿Con qué otras asignaturas o conteni-
dos de la Matemática puedes relacionar 
los contenidos tratados en la Unidad? Co-
menta en parejas

¿Qué dificultades tuviste en la evalua-
ción? ¿Cómo lograste superarlas?
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Unidad 4: Síntesis

Probabilidad y estadística

¿Qué es la combinatoria?

Son las formas de realizar agrupaciones 
con los elementos de un conjunto . Los di-
ferentes tipos son permutación, variación 
y combinación .

¿Cómo se calcula una permutación 
de un conjunto de n elementos?

Sin repetición: Pn = n!

Con repetición: Pnp = n!
p!
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