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PRESENTACION

Te damos la bienvenida a tu Texto de
Matematica

El pensamiento matematico favorece el
desarrollo de una actitud reflexiva vy la
comprension de razonamientos y concep-
tos. La aplicacion de la Matematica en di-
versos ambitos permite cuantificar, razo-
nar, representar y comunicar relaciones
que se dan en el entorno.

Este texto esta dividido en cuatro gran-
des unidades:

1. NUmeros.

2.Algebra y funciones.
3



3.Geometria.

4.Probabilidad y estadistica.



UNIDAD UNO

En esta Unidad aprenderas sobre el con-
junto de los numeros reales. Ademas,
aprenderas sobre los logaritmos y sus
propiedades.

1. Los patrones espirales

— corresponden a 55 anti-
\" horarios y 34 en senti-
do horario. éQué nume-
ro se obtiene al dividir
55:347

’ 13



2..Consideras que el resultado ante-
rior es cercano al nimero @ que 13?
Comenta con tu curso. 8

3. {Por qué crees que phi no pertenece al
conjunto de los numeros racionales?,
iqueé caracteristica deberia tener para
que asi fuera?

4. Investiga la relacion del numero ¢ con
el arte, la arquitectura y el cuerpo hu-
mano.

Para saber mas.
gbit.cl/T21M2MP0O0O7A

14 6-7



UNIDAD KN

El niumero de oro, denotado por la letra
griega ¢ (phi o fi), es un numero equi-
valente al resultado de 1+V5 , es decir
1,61803... 2

La sucesion de Fibonacci es un patron
de numeros fuertemente vinculado con el
numero de oro. Para formarla, se comien-
za con los numeros 1 y 1, el siguiente nu-
mero, el 2, se forma a partir de los dos
primeros (1+1), luego el 3 es (2+1), 5 es
(3+2). Si continuas, obtendras la suce-
sion: 1,1, 2,3,5,8,13, 21, 34, 55y asi
sucesivamente.

El mundo natural esta repleto de mate-
maticas, incluso las semillas y los conos
de pino se encuentran organizadas en pa-

; 15



trones espirales. Por ejemplo, si contamos
en sentido de las agujas del reloj los pa-
trones:

(&
SN

Y luego en contra de las agujas del reloj:

\,'\“

16



UNIDAD KN

Corresponden a dos numeros seguidos
de la sucesion de Fibonnaci, cuya division
13 -+ 8= 1,625 se acerca a ¢.

Activo lo que sé: Evaluacion
diagnostica

1.Realiza la descomposicion prima de los
numeros expresando el resultado final
con potencias.

a.108
b.3168

.8 17



2.Representa cada numero racional como
fraccion irreducible.

a.0,543

b.9,7

c.8,2

d.3,024

3.Construye una recta numeérica en tu

cuaderno y representa en ella los si-
guientes numeros:



UNIDAD KN

4. Evalua si las afirmaciones son verdade-
ras o falsas. Justifica tu respuesta.

a.Todo numero elevado a cero es igual
al.

b.Si |la base de una potencia es menor
gue cero y su exponente es par, el re-
sultado es positivo.

c. El numero n se puede escribir en for-
ma de fraccion.

5.Resuelve las multiplicaciones utilizando
productos notables.

a.(x+9) (x +9)
b.(3x? — 7) (3x* + 1)

: 19



6.Aplica las propiedades de las potencias
para resolver. Expresa el resultado final
como potencia de exponente positivo.

) 25
(2797

1273 . (98)72. 1271
(9% : 9%)8

C.

20 q



UNIDAD KN

7.Resuelve los siguientes problemas utili-
zando el teorema de Pitagoras. Recuer-
da que a? + b? = ¢?

d

a y b: Los lados que conforman el angulo
de 90° corresponden a catetos.

c: El lado opuesto al angulo de 90° co-
rresponde a la hipotenusa.

a.Un cateto de un triangulo rectangulo
mide 24 cm y la hipotenusa, 40 cm.
¢Cuanto mide el otro cateto?



b.Se afirma que un triangulo de lados 5,
7 y 35 cm es rectangulo ya que:

52 + 7?2 > (7 = 5)% —» 357

¢ Cual fue el error cometido?

8. Aproxima a la décima los siguientes nu-
meros mediante el método de redon-
deo.

a. 3,051
b.-3,57

9. Aproxima a la centésima los siguientes
numeros mediante el método de trun-
camiento.

a.9,915

b.-0,891
22 q

O



UNIDAD KN

» Reflexiono

¢Lograste realizar todas las actividades

sin problemas? ¢Cuales te resultaron mas
dificiles?

¢Hay algun contenido que debas refor-
zar? ¢Como lo haras?

Leccion 1:

Los numeros reales

El conjunto de los irracionales

Calcula la diagonal de un cuadrado de
lado 1 cm.

¢Qué recuerdas de las raices cuadradas?

Objetivo: Conocer el conjunto de los
numeros reales.

8_9 23



Existen numeros que no pueden ser re-
presentados como una fraccion % , con
m, n € Zy n # 0. Estos conforman el con-
junto de los numeros irracionales (Q*) vy
su expresion decimal tiene un numero in-
finito de cifras decimales no periodicas.

El conjunto de los numeros reales R co-

rresponde a la unidon de los racionales y
los irracionales.

24 9
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1.

26

Analiza la siguiente demostracion y res-
ponde.

Para demostrar que V2 no es un nime-
ro racional, realizaremos una demos-
tracion por el método llamado reduc-
cion al absurdo:

Supongamos que V2 es un nimero ra-
cional que se puede escribir como una
fraccion irreducible %, con m y n per-

tenecientes a N.

De lo anterior, m? es multiplo de 2, por
lo que m tambien es multiplo de 2. Lue-
go, m = 2k. Es decir, para algun natural
k se cumple m? = 4k.



UNIDAD KN

Por lo tanto:
V2 = m? = 2n? = 4k =n?=2k

Entonces 2 divide a n?, y como es nu-
mero primo, 2 divide también a n.

Se acaba de demostrar que 2 divide a
m Yy an, lo que va en contra de la hipo-
tesis de que V2 puede ser representa-

do como una fraccidn irreducible M,
n

Por lo tanto , V2 no es un numero ra-
cional.

a.iQue quiere decir que sea una frac-
cion irreductible?

b..Qué pasos se utilizaron para llegar

de V2 = M 32n%2 = m??
n

27



c. ¢Cual es la contradiccion a la que se
llegdo? Comenta con tu curso.

2.Analiza el siguiente esquema de con-
juntos de numeros reales. Luego, res-
ponde.

R va
331 2
Q -3, 6 V8
Z, -1 -103 =21
N 1 3 4 5 88 100 O i
B -99 ~1000 >
V7 2 13
Vi 5
/16 V10
28

9-10



UNIDAD KN

a.Analiza los elementos que se anota-
ron en cada conjunto. ¢Se encuentran
todos bien anotados?

b./.Cual es el error que se cometio al rea-
lizar el esquema anterior? Compara tu
respuesta en parejas.

c. Comenta con tu curso: ¢Qué precau-
cion tendrias al construir un diagrama
similar?

10 29



3.Clasifica los siguientes numeros en ra-
cionales (QQ) o irracionales (Q*).

a.—18
b.0

c.V3
d.-0,57
e.V36

f. 1,9

4.Escribe
a.Cinco numeros racionales.
b.Cinco numeros irracionales.
c. Cinco numeros reales.

d.Cinco numeros enteros que no sean
numeros naturales.

30 10



UNIDAD KN

5.Determina si cada afirmacion es verda-
dera o falsa. Justifica las falsas con un
contraejemplo.

a. Todo numero decimal infinito periodi-
CO es racional.

b.El 0 es un numero racional e irracio-
nal.

c. Al dividir un numero racional por un
numero irracional, se obtiene siempre
uno irracional.

d. Existen numeros reales que no son ra-
cionales ni irracionales.

Para concluir

a.Presenta un contraejemplo que de-
muestre que cada afirmacion es falsa.

10 31



e Todos los numeros irracionales son
raices cuadradas no exactas.

e Al sumar o restar numeros irraciona-
les, el resultado es un numero irra-
cional.

b. Que diferencia a los numeros irracio-
nales de los racionales periodicos?

Calcularen R

¢Pertenecen todas las expresiones con
raices al conjunto de numeros irraciona-
les? épor que?

¢Qué caracteristicas tienen las raices
cuadradas exactas?

32 10-11



UNIDAD KN

Objetivo: Calcular operaciones con nu-
meros reales.
1.Analiza el siguiente procedimiento de
descomposicion de raices.

Paso 1: Busca un producto entre dos
numeros donde al menos uno de los fac-
tores tenga raiz cuadrada exacta.

V12 = V4 x 3 =7

Paso 2: Separa en una multiplicacion de
raices, resolviendo la que tiene solucidn
exacta.

V12=vV4 x 3 =vV4 x V3 =2 x V3

11 33



Paso 3: Expresa la multiplicacion entre
el numero racional y la raiz.

V12= V4 x 3 = V4 x V3 =2 x V3 =
2V3

a.dPor qué se eligid 4 y 3 para descom-
poner la raiz de 127?

b..Qué hubiera ocurrido si se hubiera
descompuesto la raiz de 12 en 6 y 2?
¢(se hubiera podido descomponer la
raiz?

Para resolver multiplicaciones y divisio-
nes con raices de igual indice, se multipli-
can o dividen las cantidades subradicales,
es decir, todo lo que se encuentra dentro
de las raices y se conserva el indice.

34 11



UNIDAD KN

va x Vb =+Vva x b

Por ejemplo:

V2 x V5 =v2 x5 =+10
va ~Vvb=+VvVa+b,conb %0
Por ejemplo:

V6 + V3 =V6+3=vV2

Recuerda que:

Indice radical
2
V49 =7
Cantidad Raiz
subradical

11 35



2.Simplifica las siguientes expresiones.

a.v72
b.v250
c. V75
d.v480
e.Vv720
f. V108
g.Vv162
h.v363
i. V147
j. V2700
k. V600

36 11



UNIDAD KN

. V7623

Para resolver adiciones y sustracciones
con raices, es necesario que sean seme-
jantes; es decir, deben tener el mismo in-
dice y la misma cantidad subradical. Por
ejemplo:

\5—4\/2—0,6\/§+%\/§

=V3 - 4V2 + 2V2=

(1—0,6)xv§+(—4+1) < V2
4

=o,4f—%ﬁ



3.Resuelve.

a.v2 + V2
b.5V3 - 6V3

c. 6v5 — 4v/5 — 8V5
d.—-2,3V2 + %ﬁ ~0,8V2
e.4V6 — 3V5 + V5 — 4V5
f. 7V5 — 4v20 + 3V125

La operatoria de numero reales cumple
con las siguientes propiedades:

El opuesto de un irracional es irracional.

Ejemplo: T e Q*, porlo que - me Q*.

38 19



UNIDAD KN

El inverso multiplicativo de un irracional
es irracional.

- TT .
Ejemplo: 7 es el inverso de m, por lo

que% e Q*

La adicion o sustraccion entre un racio-
nal y un irracional es irracional.

Ejemplo: 3 + e Q*

El producto entre un racional distinto de
cero y un irracional es irracional.

Ejemplo: 5 - T = 5T es irracional.

12 39



El resultado del producto entre dos irra-
cionales puede ser un racional o un irra-
cional.

Ejemplo: V2 x V2=2¢€ Q
V3 x V2 =V6 e Q*

Para la adicion

a + b R (Clausura)

a+ b =>b+ a (Conmutatividad)

(a +b)+c=a+ (b+ c) (Asociatividad)
a + 0 = a (Elemento neutro)

a + (-a) = 0 (Elemento inverso)

Para el producto

a - b e R (Clausura)
a-:-b=>b-a(Conmutatividad)

40 12



UNIDAD KN

(a-b)-c=a-(b-c) (Asociatividad)

a1 = a (Elemento neutro)

a-al

= 1 (Elemento inverso, a # 0)
a-(b+c)=a-b+a-c
(Distributividad del producto sobre la

suma)

4.Determina si los siguientes numeros
son racionales o irracionales.

a.1l + V16

b. 2
V2

c.1l + 1

V2

12 41



5. Verifica si las siguientes afirmaciones
son verdaderas (V) o falsas (F). Justifi-
ca con un ejemplo en cada caso.

a. El producto de dos numeros irraciona-
les siempre es un numero irracional.

b.Todos los numeros irracionales son
numeros reales.

c. Todo numero real es un hiumero racio-
nal.

d.Todos los numeros irracionales son
raices cuadradas no exactas

e. Al restar numeros irracionales, el re-
sultado es un numero irracional.

42 12



6. Resuelve.

a. V9 + V4
b. V9 + 4
c. (V3 + V27 )2
d. (/3 +27)?

e. V75 + 6

f. V15 — V60
g. 2+ V126 — 5

S
2\;/_2_ V3

12

43



j. \/1(05 - 3,9)

4
k. (5+\/§)2
3
1. (5+V7)? L (5-V7)?
3 3
Geometria

7.Calcula el area de cada figura. Luego,
simplifica las raices cuando sea posible.
Compara el resultado con tu compane-
ro.

V12 cm

V15 cm

44 12-13



UNIDAD KN

El area del rectangulo corresponde a:
area = base x altura

=112 x V15
=5 X3 x4 x 3
= 6V5 cm?

a. 6 cmMm
B b.

8 cm V2 cm

13 45



8.Analiza el rectangulo y responde.

(3 + V3) cm

(3 + V3) cm

a. Que expresion representa su perime-
tro?

b.Se construye otro rectangulo con el
mismo perimetro que el de la figura
anterior. Si uno de sus lados mide V3
cm, écuanto mide el otro lado del rec-
tangulo?

46 13



UNIDAD KN

Actividades de profundizacion

9.Determina el perimetro y el area del
siguiente trapecio isdsceles. Luego,
identifica si los resultados anteriores
corresponden a numeros racionales o

irracionales.

|
|
I 2
|

B

1

Para concluir

a.Explica como operar dos raices cua-
dradas.

13 47



b. Escribe dos numeros tales que su pro-
ducto sea racional y uno sea irracio-
nal.

[ Estimar en R J

éQué recuerdas del teorema de
Pitagoras?

¢CoOmo ubicarias una raiz cuadrada
en la recta numérica?

Objetivo: Realizar estimaciones de nu-
meros reales.

48 13-14



UNIDAD KN

Geometria

1.Analiza el siguiente procedimiento
paso a paso para ubicar V3 en la recta
numeérica y estimar su valor. Puedes
utilizar GeoGebra para observar la
construccion.

Para realizar:
gbit.cl/T21M2MP0O14A

\. J

Paso 1: En una recta numeérica gradua-
da de 1 en 1, se construye un triangulo
rectangulo de catetos 1. La base de este
es el segmento sobre la recta numérica.

Paso 2: Con un compas se traza un arco
de circunferencia con centro en 0 utilizan-
do como radio la medida de |la hipotenusa
del triangulo.

14 49



Paso 3: Se marca la interseccion entre
el arco de la circunferencia y la recta nu-
merica.

a.Repite el proceso para ubicar la raiz
de 3 dentro de la recta numeérica.

El método anterior es similar al que se
utiliza para la construccion de la espiral
de Teodoro de Cirene. Para construirla, se
dibuja un triangulo rectangulo isOsceles

cuyos catetos midan 1. Luego, se cons-
50 14



UNIDAD KN

truye un nuevo triangulo rectangulo, ya
no isosceles. Los catetos de este nuevo
triangulo son la hipotenusa del primer
triangulo y uno perpendicular a esta y de
medida 1. Este procedimiento se repite
indefinidamente.

b.¢Es correcto afirmar que se encuen-
tra entre y 27 Explica.

c. (Entre qué numeros estimarias la raiz
de 5? ¢Por qué?
14 51



Para saber mas:
gbit.cl/T21M2MP014B

. J

Para estimar raices cuadradas, pode-
mos representarlas en la recta numeérica
0 aproximarlas mediante acotaciones su-
cesivas. Por ejemplo, el siguiente proce-
dimiento muestra cdmo estimar V10:

Paso 1: Decide entre qué numeros na-
turales esta V10 observando las raices
cuadradas exactas.

Cuando a, b > 1 se cumple que:
a<be a?<b?

Vi=1 V4=2 V9=3 +Vi6=4

52 14



UNIDAD KN

Como 10 esta entre 9 y 16, V10 esta
entre V9 y V16 , es decir, entre 3 y 4.

Paso 2: Para mejorar la aproximacion,
busca un numero entre 3 y 4. Luego, cal-
cula su cuadrado y comparalo con los de-
mas valores. Por ejemplo, al escoger 3,5
y calcular su cuadrado: 3,52 = 12,25.

9<10<12,25=3<+V10< 3,5

Paso 3: Escoge un numero entre 3y 3,5
y repite el proceso. Puedes continuar asi
hasta que consigas |la cantidad de deci-
males que necesites.

14 53



Para representar y ordenar numeros rea-
les en la recta numérica, puedes utilizar
el metodo grafico. Esto permite estimar
el valor de la raiz cuadrada. Para ello, se
forman triangulos rectangulos cuya hi-
potenusa corresponda al valor de la raiz
cuadrada.

V7 9

0 1 2 %@3

V2 43 W5
 —

Para comparar numeros irracionales,
puedes elevar al cuadrado cada numero y
establecer la relacion de orden entre ellos.
Si0 <a<b<c entonces se cumple que

0 < Vva < Vb < Ve.

54 15
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Por ejemplo:

Si 6 < 7, entonces V6 < V7. Por tanto,
V6 se ubica a la izquierda de V7.

Se puede estimar el valor de una raiz
cuadrada utilizando cuadrados perfectos.

Para valores de a y b positivos, podemos
decir que si a’? < x < b?, entonces
a<vx<b.

2.Ubica en la recta numeérica.
a.v2
b.V3
c.V5

15 55



d.V6
e.V12
f. V15
g.Vv24
h.v/30

3.0rdena de menor a mayor los siguien-
tes numeros. Guiate por el ejemplo.

Ordenar los numeros de menor a ma-
yor:v6; 2,5y /7
2
e Primero, estimaremos el valor de V6,
seleccionamos los cuadrados perfec-
tos mas cercanos (22 y 32). Tendre-
Mmos que como 4 < 6 < 9, entonces.

56 15
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V4 < V6 < V9 «—2 < /6 < 3. Por tanto,
esta entre 2 y 3.

Similar al anterior, calculamos 2,5 =
6,25. Como 6,25 > 6, entonces

V6,25 > V6 «— 2,5 > /6.

Finalmente, como / =3,5 ordenamos:

V6 <2,5<”7. 2
2

a.Vv35; 4,6; 4V3

b.3V5: 2\/§;;1

c. V6; 2v3; 39
20

15 57



d.v2; 1,3; o

14

e.V5: 2,23;: 2,24

f. vi0; 1: 2,087

4.

58

9

Escribe en cada caso una aproximacion
(dos decimales) por truncamiento y por
redondeo de los siguientes numeros.
Usa calculadora.

Redondeo: Se considera la cifra si-
guiente a la cual se quiere aproximar
el numero. Si ésta es mayor o igual a
5, se suma 1 a la cifra anterior. Si ésta
es menor que 5, entonces la cifra se
mantiene igual.

15
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e Truncamiento: se escribe un niumero
hasta una determinada cifra decimal.

a.2vV3 - 4v3 - 6V3
b.—-2,1V5 + ;VSTVE +0,1V5
c. V2 - V8 + 218
d.vV12 + V27 — V/75

e.V2 - 4V3 + 3vV2 + 2V3

f. 26 — 5v6 + 18 — 2V8
3 2

15 59



Para aproximar numeros reales, tales
como raices cuadradas, puedes aplicar
el método de redondeo, truncamiento o
acotaciones sucesivas. Esta aproximacion
sera distinta al valor real del nuUmero irra-
cional en un valor llamado error de apro-
ximacion (Ea) y se calcula mediante:

E, = IV, -V,

Donde V_ corresponde al valor real del
numero y V_ al valor aproximado de un
numero irracional. Puedes utilizar una cal-
culadora para estimar el valor de V_.

5.Con la calculadora se puede estimar
una raiz cuadrada. é{Por qué se utilizo

la palabra estimar y no calcular?

60 16
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6.Estima por redondeo las siguientes rai-
ces con 3 cifras decimales. Luego, de-
termina el error de aproximacion.
e Por ejemplo, el error al aproximar por
redondeo a la centésima el numero
irracional ®:

® =1,6180339.... 8 =5

Por redondeo se tiene: 1,62 y el error
de aproximacion es:

|1,6180339... — 1,62| =
|—0,0019661...| =
0,0019661... = 0,00196

El error de aproximacion es cercano a
0,00196.
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a.v?2
b.V5
c. V8
d.V11
e.V/18
f. V21
g.v26
h.v30

62
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» Actividades de profundizacion

7.César debe confeccionar tres tipos de
volantes como los de la imagen, pero
solo recuerda algunas medidas. Calcula
la medida del lado restante a partir de
los datos.

a. b. [ 1
30 cm 3 Ccm
4 cm
34 cm
-
. ,

e X CMm
c. [

12 cm

18 cm
—
X CM

16 63



d.iQuée tipo de numero obtuviste en
cada caso? ¢Es posible que un volan-
te tenga un lado con estas medidas?
Justifica.

Geometria

8.Se disena un automovil a escala con
ruedas de 1 cm de radio.

a. ¢ Qué distancia aproximada habra re-
corrido el automovil si alcanza a dar
20 vueltas?

b. A qué conjunto numeérico pertenece
este resultado?

64 16
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9. Gabriela debe encintar todos los bor-
des de unos banderines similares al de
la imagen.

16 cm

a.cCuantos centimetros de cinta se re-
quieren por cada banderin?

17 65



b.Ademas, debe encintar otro tipo de
banderines, también triangulares,
cuyos catetos miden 17,5cm y 6 cm.
éCuanta cinta necesitara para cubrir
uno de estos banderines?

Algebra

10. En la imagen se muestra una suce-
sion de rectangulos cuyas bases se di-
ferencian por una unidad.

66 17
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a. Que expresion algebraica con raices
permite calcular la longitud de la dia-
gonal de la figura n?

b./ Cual es la medida aproximada de la
diagonal de la figura 87

11. Fabian dispone de un terreno de forma
cuadrada para siembra. Antes de iniciar
los trabajos, debe calcular la cantidad
de material que necesita para cercarlo.

a.¢iCual es el perimetro del terreno si
sabe que su area es 115.200 m?? En-
trega una aproximacion utilizando dos
decimales.

17 67



b.Fabian decide dividir su terreno en
dos superficies equivalentes: una para
sembrarzanahoriasy la otra para sem-
brar papas. Para ello, trazara una dia-
gonal desde uno de los vértices hasta
su opuesto. Sobre esta construira un
cerco de alambre que cruzara cinco
veces el terreno. éCual es la cantidad
minima de alambre, en metros, que
requerira?

» Para concluir

a. ¢ En qué casos te parece apropiado uti-
lizar cada método de estimacion?

b. Explica como ubicaria V21 en la recta
numerica.

68 17
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Antes de continuar: Evaluacion
intermedia

1.Explica la diferencia entre el conjunto
de los numeros irracionales y el de los
numeros reales.

2.Con respecto al nimero V13, écudl es
el resultado de sumarlo con su inverso
aditivo? ¢y multiplicarlo por su inverso
multiplicativo?

3.Aproxima a la centésima mediante re-
dondeo.

a.Vv14
b.2V5
c. V10 + V35

18 69



4.Resuelve.

a.Vv3 + 5v3 - 6V3
b.2,1 V5 - 0,2V5

c. —V7 + 3v28 - V63
5.Simplifica

V8
a-v18

b.vV6 x V2 x V75

. 3V20
V5

d.-3V5 x V10 xv/2
V98

V50

f. V0,1x V60 x V24
70 18
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6. Analiza la imagen.

D

\
\
? >
[
y

a.:Que numero representa D en la recta
numerica?

b. Explica cdémo lo supiste.

7.0rdena de menor a mayor las raices

2V5, V8, y 4V3.

18 71



8. Calcula el area del paralelogramo. Apro-
xima por redondeo a dos cifras decima-

les.
v 60

Reflexiono

a.:Qué te costdo mas de la leccion?

b..Como pueden facilitar los calculos las
propiedades de la adicion y la multi-
plicacion?

c. Explica como resolviste el problema
numero 8.
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Leccion 2:

Potencias y raices enésimas

[ Raiz enésima J

¢Qué expresion algebraica es equi-
valente a multiplicar a por si mismo
n veces?

¢En qué consiste el proceso de fac-
torizacion prima?

Objetivo: Estudiar y analizar la raiz ené-
sima de un numero y su significado.

19 73



1.Se construyen los siguientes cubos:

Cubo 2

_ 3
V2—2cm

El volumen de un cubo de arista L es L3.

a.¢Cual es la medida de la arista del cubo
1? Explica tu procedimiento.

b.Si se duplica |la medida de la arista del
primer cubo, épor qué no se obtiene
el volumen del cubo 2? Justifica tu
respuesta.

74 19
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c.Si se conoce el volumen, équé ex-
presion permite conocer la arista del
cubo?

d. Utiliza tu calculadora para calcular el
valor de la arista del segundo cubo.
¢Cual es el valor aproximado? Redon-
déalo a la milésima.

La raiz enésima de un numero real se es-
criben Va , con n un numero natural ma-
yor que 1, corresponde al numero b que
cumple con Va = b donde b" = a.

indice

ﬁ n
va < ~ Cantidad subradical

19 75



Por ejemplo:
V81 =3, porque3*=3-3-3-3=81

Cuando a es positivo se observan las si-
guientes situaciones para n:

n 1 4
Cuando n es par: V—a no es un numero
real.

Cuando n es impar: Va y V—a siempre
son humeros reales.

2.Calculen las siguientes raices enésimas:

a.3\/27

T
b.V>

76 19
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m.y/—1
n.v32
0. V729
3
p-\/—8
125
q.3/15625
r. : —81
V 2096

s. 10,0625

t. /100000000

¢Qué relacion existe entre 3/64 y 3/—64 ?

78 19
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Biologia

3.Una poblacion de bacterias cuenta ini-
cialmente con 3 organismos. Se sabe
que se reproduce cada hora a una ra-
zon desconocida r.

Horas transcurridas O/ 1|12 31|41]5
Cantidad de bacterias| 3 [3:r

a.iQue representa la r? ¢Qué represen-
ta el 37

b. Completa la siguiente tabla en tu cua-
derno.

c. (Qué expresion algebraica representa
el numero de bacterias luego de n ho-
ras?



d.Si al cabo de 6 horas hay 192 bacte-
rias, écual es el valor de r? Justifica.

4.:.Como explicarias las igualdades
V0 = 0y Y/1 = 1 para cualquier n € N?

SivVay Vb €R, entonces se cumplen las
siguientes propiedades para la multiplica-
cion y division:

((Va )"=a )

Ejemplo:

V=8 = V(=2)® = -2

80 20
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(”vax =IV5 XIVE )

Ejemplo:
V900 = V9 x 100 = V3% X V10?
=3 x 10 = 30

(-

Ejemplo:
\/72_\/7 \/242_\/_4xv
34 Vv3*
_2x3V2
3

20 81



Ademas, parapy g €N, se cumple que:

( Va)P=Vva" )

Ejemplo:

/10)* = /10" = ¥/10° x V10 =
10 x V10

Vvea = > ¥6a = V64 = 2

82 20
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5.Reduce las siguientes raices.

b.

(OV)

20

83



6.Analiza si las siguientes afirmaciones
son verdaderas o falsas. Justifica.

a.v9 x V=3 =39 x V3
b.V20 = V5 x V2
c.V8 x V2 =3/-8 x ¥=2

d.V16 + 81 = V16 + V81

7.Determina los valores de a para que el
resultado de la raiz sea un numero real.

a.vV7 — a
b. 3\/a - 2
c. Va’+ 8

84 20-21
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8.La altura (h) de un cono mide 3V5 cm
y el radio (r) mide 2v3 cm.

Recuerda que:

El volumen del cono es 2T Ar?
3

A=mn-g-r-m-r’=mr-(g+r)
a.¢Cual es el valor de su generatriz (g)?
b. Determina el volumen del cono.

c. Determina el area de la superficie del

cono.



» Actividades de profundizacion

0.

86

Analiza la siguiente demostracion. Lue-
go, realiza las actividades.

“Si a es negativo, no existe b real, tal
que b = Va". Para demostrarlo se asu-
me lo contrario, es decir, que si existe b
que cumple la condicion. Entonces, se
tiene que:

Va =b, entoncesa =b?=b-b.

21
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Si b fuera positivo, entonces b también
lo seria, por lo que no podria tener un
valor negativo. Por lo tanto, no puede
ser positivo y se llega a una contradic-

[ 4

cion.

a.iQueé ocurre con para el caso de b
negativo? ¢Es una contradiccion? Jus-
tifica.

b..Como utilizarias la propiedad
Vv ="Va
y la demostracion anterior para justifi-

car que “las raices pares negativas no
son reales”?

21 87



Geometria

10. La figura es un cuadrado en cuyo in-
terior se dibujaron otros tres cuadra-
dos. Las areas se muestran en u?.

88 21
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a. Determina la medida del lado de los
cuadrados verde y naranja.

b. Determina el area total del cuadrado.

c. Determina el area de la figura azul.

» Para concluir

a. Qué semejanzas observas entre las
propiedades trabajadas en el tema vy
las propiedades de potencias?

b.{En qué casos la raiz enésima de un
numero no existe en el conjunto de
los numeros reales? éPor que? Da dos
ejemplos.

21 89



Raices enésimas y potencias
de exponente racional

\. J

¢Qué caracteristicas tiene un nume-
ro racional?

¢Qué propiedades tienen las poten-
cias? Elabora un listado.

Objetivos: Establecer la relacion entre

una raiz enésima y una potencia de expo-
nente racional.

90 22
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1.En parejas, calculen las siguientes rai-
ces. Utiliza calculadora.

a.V?2
b.Y/4

c. /8
d.'V/16

e. V49

f. V343
g.Vv2401
h.3/16807

i. (Quée expresiones tienen el mismo re-
sultado? Escribanlas como una igual-
dad.



j. Escriban las cantidades subradicales de
las raices como factores primos.

k. Qué relacion existe entre los exponen-
tes de los factores primos y los indices
de las raices con el mismo resultado?

Sean a un numero real y n un numero
natural mayor que 1. Entonces se puede
establecer la siguiente relacion entre la
raiz enésima de a y una potencia con ex-
ponente racional de base a:

1

Va = ar
1

Ejemplo: V7 = 7°

Dicho de otra forma, una raiz enésima es
equivalente a una potencia con exponente

92 25



UNIDAD KN

racional. En esta, el denominador en el
exponente corresponde al indice de la raiz.

Ademas, si m es un numero entero, se
cumple:

m
n

3
Va™ = a" Ejemplo: V729 = V93 = 9?2

2.Escribe cada potencia como una raiz.
a.6°
5
b.24°
5
C. 5°
(1)1,3
d. 6
3
e. 101"
4
f. (—4)°

29 93



g.16%%
h.372°

I \16

3.Escribe cada raiz como una potencia.
Simplifica el resultado.

a.v6
b. V3¢
c. V9P

94 22
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(3]
o Viss

i. V(=3)

4.Identifica el error y explica.

a.(vVi5)3 = 15°

2
3

b.— (V9 )2~ (-9)



Para la multiplicacion de potencias de
exponente racional se aplican las siguien-
tes propiedades:

Con igual base:

.Xg _ X<g+g>

ol

X

Por ejemplo:

+

N| —
NwW

N
3

)=2

N| —
D=

= 2

N =

242

Con igual exponente:

XoryP = (x + y)®

96 23
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Por ejemplo:

N =

1 1
(16)%* 4% = (16 - 4)" = 647 = /27

= V2T 2= V7

5.Resuelve las siguientes multiplicacio-
nes y expresa el resultado en raiz.

-4

73 97



Astronomia

6.Analiza la situacion y responde.

98

La tercera ley de Kepler relaciona el
periodo de traslacion de un planeta T,
en anos, con la distancia media d entre
el planeta y el Sol, medida en unidades
astronomicas (UA). La expresion que la
resume es la siguiente:

T = Vd?

23
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Mercurio
‘ Tierra

® @ | Juplter

- . Q
Venus ’

Marte Saturno |

Urano

Neptuno
1 UA = 149 597 870 700 m
Planeta Distancia
Mercurio 0,39 UA
Venus 0,95 UA
Tierra 1 UA
Marte 1,88 UA
Jupiter 11,86 UA
Saturno 29,46 UA
Urano 84,01 UA
Neptuno 164,79 UA
99

23



a. Escribe la tercera ley de Kepler utili-
zando solo potencias naturales.

b. Utilizando calculadora, determina el
periodo de traslacion de los planetas.

c. {Queé expresion algebraica describe la
distancia al Sol de un planeta en fun-
cion de su periodo de traslacion?

d. i Cual es la distancia al Sol de un pla-
neta cuyo periodo de traslacion es de
27 anos?

» Para concluir

a.Da 3 ejemplos de cada caso. Luego,
calculalos.

e Un numero real con exponente natu-
ral.

100 -
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e Un numero real con exponente entero
negativo o 0.

e Un numero real con exponente racio-
nal decimal o fraccionario.

b..Qué ventaja tuvo para ti vincular las
raices enésimas con potencias?

o4 101



[ Racionalizacion ]

¢En qué consiste amplificar una frac-
cion? Da un ejemplo. Al amplificar una
fraccion, écambia su valor? Explica.

Objetivos: Estudiar y analizar el proce-
so de racionalizacion de una fraccion.

1. Considera los siguientes numeros:

N)

N W

N)

N

N)
mﬁ

102
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a. Construye una recta numerica y ubica
los numeros anteriores. Ayudate con
una calculadora o aplicacion para cal-
cular sus valores.

b..Qué numeros tienen la misma ubica-
cion?

c. En parejas, transformen las raices an-
teriores a potencias racionales de base
2.

¢Qué igualdades te parecieron eviden-
tes?, icuales no? éA qué se debe?

4 103



Racionalizar una expresion fraccionaria
significa encontrar otra expresion que sea
equivalente a ella, pero que no contenga
raices en el denominador.

Por ejemplo, para raices cuadradas:

2 2

_ 2 V2 _
s oviiva

Amplificamos la fraccidon por una expre-
sion equivalente a “1”.

X@_ 2 x V2 _
V2 V2 o

104 o4
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Simplificamos:

2 _ 2 V2 _2xV2 _2 5 _
ViV VETvaxvz 2 VT2

1
¢Por qué no se multiplica sélo por /3 para

racionalizar la expresion anterior?

3
2.Racionaliza la expresion /5 Y respon-

de. Puedes guiarte por el ejemplo an-

terior.

a.Respondan en parejas: éPor cual fac-
tor se puede amplificar la fraccion?

b. Qué propiedad de las raices justifica
el dltimo paso?

24 105



c. De forma individual, enc3uentra una
expresion equivalente a Ve sin raices
en el denominador.

3.Reunanse en parejas y racionalicen las
siguientes expresiones:

Ejemplo:
V32 V16 -2 4V2 4V2 V2
3v/2 3V2 3Vv2

4\/2.\/§= 4. 2 3

106 24
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SO

24-25 107



h. 13
V(13 - a)

¢Qué condiciones debe satisfacer a para
que la raiz esté bien definida en cada ex-
presion inicial del ejercicio anterior?

4.Analiza el siguiente procedimiento para
4

racionalizar y responde.
3+ V10
4 4  (3+V10) _
3++vV10 3+ V10 (3 + V10)
4(3 — V10)

(3 + V10) (3 — V10)

108 .
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a.:Qué relacion existe entre el denomi-
nador de la fraccion y el factor por el
cual se amplifica?

b.{Qué producto notable resulta en el
denominador de la fraccion?

c. Desarrolla la operacion anterior y com-
pleta el procedimiento.

d.Utiliza el mismo razonamiento para
racionalizar la expresion 4

3 -v10

{Qué tienen en comun ambos proce-

dimientos?

e 109



Para racionalizar las expresiones de la
1 1

forma ,
va+vb' va- b

meros reales mayores a 0 y distintos, rea-

lizaremos el siguiente procedimiento:

1 1 Va+vb _
Vatvb vaz+vb vatvb

con ay b nu-

(Va £ vb)
a—>b

Dicho de otra forma, si el denominador
de la fraccion es un binomio con raices, se
amplifica por el factor faltante de la suma
por su diferencia para racionalizarla.

¢Por qué en ambos casos el denomina-
dor resultante es a — b?

110 -
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5.Racionaliza las siguientes expresiones:

Por ejemplo:
1
V5 + V2

Aplicamos |la suma por su diferencia:
(a + b) (a — b) = a* + b? donde
(v/5 + V2) corresponde al factor (a + b).

1 V5 —-V2

VE+Vv2 VE-V2

Vs-vZ

(V5 + V2) - (V5 +V2)
VE-VI_V5-12

5—-2 3

- 111



a. 10
2 + V8

b.
V5 + V3

6
C.
V13 + V10

32

d.
21 — V13

1
7 — V6
£ 2

2 + 22

e.

112
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6.:.Qué condiciones deben cumplira y b
para que las raices estén bien definidas
en los ejercicios anteriores?

7.Determina el area del triangulo. Racio-
naliza el resultado.

1

J§~\/§\

V3 +165

114 -
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8.Racionaliza y luego evalua la expresion
obtenida paraa=5,b=2yc=6en
cada caso.

Por ejemplo:

C

Ve + vb

Paso 1: Racionalizamos.

C ~Vc-+vb _c-(Vc - vb)
Vvc++vb Vc-+vb c—b

6 (V6 -V2) _6- (V6 - V2)

6 — 2 4
3-(V3-v2 —Vv2) 3V2(V3-1)
2 B 2

- 115



3o

b.

(OV)
I

"Va+b

4 Va+ b

b+ vb

" 2vc - Vb

116
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» Actividades de profundizacion
Fisica

9.El tiempo T que tarda un péndulo sim-
ple de largo | en realizar una oscila-
cion completa esta determinado por
T =21 \/T, donde g es la aceleracion

g

de gravedad.

4

1 cm

Q

117



a.Racionaliza la expresion para calcular
el periodo de un péndulo simple.

b./Cual es el periodo de un péndulo de
m

largo 0,5 m? Considera g=10 <

» Para concluir

a. Queé aspectos debes considerar al ra-
cionalizar una fraccion? Explica.

b..Codmo se puede verificar que la ex-
presion racionalizada es equivalente a
la original? Comenta y aplicalo en un
ejercicio.

118 56
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Antes de continuar: Evaluacion
intermedia

La ley cuadrado-cibica

1.En grupos de 3 o 4 personas, utilicen
los materiales en la siguiente actividad.

Materiales:

e Regla.
e Intercambiables, que deben ser siem-
pre del mismo tamano entre si:

e Dados de 6 caras.

e Cubos Rubik.

e Cubitos de madera.

- 119



Paso 1: Utilizando los cubos, construyan
un cuerpo sencillo como los de los ejem-
plos.

puniy i
7y B

120 57



UNIDAD KN

Paso 2: Midan y anoten l|la arista de los
cubos utilizados. Luego, calculen la super-
ficie y el volumen total del cuerpo original
que construyan.

Paso 3: Dupliquen, tripliqguen y cuadru-
pliquen (si es posible) el cuerpo original.
Repitan las mediciones y registros del
paso 2.

a. Comprueben si en sus figuras se repli-
ca la siguiente relacion:

Si tienes un cubo de 1 cm de arista
sudreaserdal-1:-6 =6 cm? mien-
tras que su volumen sera 13 = 1 cm?.
Si duplicas sus aristas, su area pasara
aser2:-2-6 =24 cm? mientras que

- 121



su volumen aumentard a 23 = 8 cm?.
Es decir, aumentd 4 veces su superficie
y 8 veces su volumen.

b.Plantea la razon entre los lados de los
cuerpos anteriores. Plantea, ademas,
la razon entre sus areas y la razén en-
tre sus volumenes.

c. ¢COmo se relacionan las razones an-
teriores? Plantea una expresion alge-
braica.

d. Dos cuerpos tienen sus areas en la ra-

zon i. ¢Es posible construir dos cuer-

5
pos que cumplan la razén utilizando

los cubos? Justifica.

122 -
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e. Dos cuerpos tienen sus volumenes en

la razén 8 . ¢Es posible construir dos

27
cuerpos que cumplan la razén utilizan-

do los cubos? Justifica.
» Reflexiono

a. Para los antiguos griegos fue imposi-
ble hallar el valor del lado de un cubo
que duplique el volumen del otro. ¢A
qué crees que se debid su problema?

b..Necesariamente esta actividad se

debe hacer con cubos? éQué otras fi-
guras utilizarias y por qué?



Leccion 3: Logaritmos
Definicion de logaritmos

¢A qué numero es necesario elevar 2
para obtener?

¢Qué ecuacion plantearias para re-
solver el problema anterior?

Objetivo: Identificar los logaritmos y su
relacion con las potencias.

By

124
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"Al comparar la masa y el tamano entre
el ser vivo mas pequeno (tardigrada) y el
mas grande (ballena) existe una diferen-
cia increible y muy dificil de comparar"

Biologia

1.Analiza la siguiente informacion. Lue-
go, realiza las actividades.

Tardigrada Mariposa 0,005 g
~ 1,25 ng

- 125



Chincol 30 g Puma 70 kg

Ballena jorobada 30 t
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a. Transforma a gramos |la masa de los
animalesy relacionalas conlas siguien-
tes potencias racionales de 10. Utiliza
las equivalencias de 1 kg = 1000 g, 1
t =1000kgy 1ng =107 g.

¢ 10757
e 10723
o 10148
o 10485

° 107,48

b.Se quiere ubicar en una escala las ma-
sas de todos los animales anteriores.
¢Qué dificultades encuentras al cons-
truir la escala utilizando los gramos?
Comenta con tu curso.
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c. (Qué relacion existe entre la siguiente
escala y las potencias de 10 anterio-
res? Explica.

128 -
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Ballena: 7,78 8
/
6
Puma: 4,85 5
4
3
Chincol: 1,48 2
1
0
-1
Mariposa: —2,3 —2
-3
—4
-5
-6
—7/
Tardigrada: —8,9 -8
-9

- 129



Se llama logaritmo de base b de a al nu-
mero c al cual debe elevarse |la base b
para obtener a. Cuando la base es 10, se
omite: logl10 x = logx

Es decir:

b®=a < log, a =c

Cona,b€R", b#1yc€R. Porejem-
plo:

57 = 125 © l0g.125 = 3 y se lee "loga-
ritmo en base 5 de 125".

V9 =3 9% log, 3 = 1 y se lee “logarit-
mo en base 9 de 3”.

¢Qué ventaja tiene representar en esca-
la logaritmica las masas de los animales?
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2.Representa las siguientes relaciones
numericas usando logaritmos.

Ejemplo:
52 = 25 & log, 25 = 2

a.93 = 729

b.0,3% = 0,09

f. 0,0172 = 10000
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1
32

3.Determina en cada caso el valor de a.

Ejemplo: log,a =3 2°=a—>8=a

a.log 2 = 1
b.log_, 8 =3
C.log,5=-2

d.log. 0, 04 = a

132 59
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e.log;, 9 =a
81

f. log:. 2 =a

64
g.log,a =4
h.log, a =3
1. lo a = 1
* 1991000 3

4.Lee la siguiente informacion y respon-
de utilizando tu calculadora.

En una calculadora cientifica, el botdn
“log” por defecto tiene una base 10. Para
calcular un logaritmo debes seqguir la se-
cuencia:

7\

“Log”, “cantidad” y “=

n

59 133



a. Calcula los siguientes logaritmos utili-
zando tu calculadora.

e |log 1000

e |log 100

e log 10

e log 0,1

e log1

e log 2

e |log 0,2

e |log 20

e |og 200
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b. Comprueba los resultados anteriores
utilizando la definicion de logaritmos.

c. (Cual(es) de los resultados tiene(n)
una diferencia aproximada de 0,3017

d.Ingresa en la calculadora “log”, "-10"

\

y “=". ¢Como explicas lo ocurrido?

5.Comprueba si las siguientes igualdades
son verdaderas o falsas. Justifica.

a.log, 25 =2
b.log, 0,25 = 0,5
C.log, -3 =2

d.log, 3,78 =0
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.log, 10= 100
. log,,0=1

.log, 0,25 = -2
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» Para concluir

a.dQué signo tiene el logaritmo de un
numero mayor que 1? éQué signo tie-
ne el logaritmo de un numero entre 0
y 17?

b.En parejas, expliguense mutuamente
la relacion entre logaritmos y poten-
cias.
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[ Propiedades de los logaritmos J

¢COmo se expresa como potencia
log, a = c?

¢Cual crees que fue el problema que
dio origen a los logaritmos?

Objetivo: Comprender y verificar las
propiedades de los logaritmos.

Si a es un numero real positivo distinto
de 1, entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

e Logaritmo de la base: log_a = 1

e Logaritmo de la unidad: log_a = 0
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1.Utilizando las propiedades anteriores
responde:

a. Comprueba cada propiedad con 3 va-
lores distintos de a.

b. Demuestra las propiedades anteriores
planteandolas como potencias. Utiliza,
para ello, la definicion de logaritmo.

¢Que propiedades de potencias utilizaste
para realizar la actividad anterior? Identi-
ficalas y comeéntalas con tu curso.

- 139



2.Analiza el siguiente procedimiento. Lue-
go, realiza las actividades:

Si Iogb a = ¢, entonces b® = a

Paso 1: Elevamos a n ambos lados de la
igualdad: (b*)" =a" - b " =3a"

Paso 2: Utilizando la definicion de loga-
ritmo:

log, (3") =n-c

Paso 3: Reemplazamos c por log, a:

log, (@") = n - log, a

a. Que propiedades de potencias se uti-

lizaron? Nombralas.
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b. Comprueba cada propiedad con 3 va-
lores distintos de a y n.

Sean b y x numeros reales positivos con
b # 1y n un ndmero real, se cumple la
propiedad de logaritmo de una potencia
de la base:

log, (x") = n - log, (X)

Dicho de otra forma, el logaritmo de una
potencia es equivalente a la multiplicacion
del exponente por el logaritmo.

3.Utilizando la propiedad anterior, com-
prueba las siguientes proposiciones.

a. Iogb(%) = Ioiha

b. Iogb(%) = —log, a
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4.Calcula el valor de los logaritmos utili-
zando el siguiente razonamiento.

En los calculos necesarios para el desa-
rrollo de la astronomia, se presentaban
operaciones como 65.536 - 16.384. Como
se puede ver, los factores eran bastante
grandes, lo que podia conducir a multi-
ples errores. Entonces, John Napierinven-
to “numeros artificiales” (logaritmos) que
utilizaba para simplificar las operaciones
de la siguiente forma:

Paso 1: Transformaba ambos numeros
a una potencia de base comun:

48 = 65.536 47 = 16.384
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Paso 2: Utilizando sus “numeros artifi-
ciales”, transformaba la multiplicacion en
suma:

log,(65.536 - 16.384) = log,(65.536) +
log,(16.384) — log, 48 + log, 47 =8 + 7
=15

Paso 3: Asi, en vez de calcular
65.536 - 16.384, obtenia el mismo resul-
tado mediante la potencia de 4'>, el cual
se buscaba en las tablas de potencias que
habia construido.

a.log, (6-36)

b.log, (16-256)
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c.log, (9-81)
d.log, (1296 - 36)
e.log, (256-4)

f. log. (25-3125)
g.log,, (11-1331)
h.log, (64 -32768)
1. log. (5-390625)

Sean b, x e y numeros reales positivos
con b # 1, entonces:

log, (x - y) = log x + log,y

log, (X) =log, x — log,y
Y
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Dicho de otra forma, el logaritmo de un
producto es la suma de los logaritmos de
los factores manteniendo la misma base.
El logaritmo de un cociente es la resta de
los logaritmos de los factores mantenien-
do la misma base.

5.En parejas, utilice cada uno un método
de calculo distinto para determinar los
valores de los siguientes logaritmos.
Una persona utilizara las propiedades
anteriores de logaritmo y la otra seqgui-
ra el razonamiento de Napier. Luego,
revisen su desarrollo y comparen sus
resultados.

a.log, (216:36)

b.log, (256:4)
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c. log, (32:8)
d.log, (729:27)
e.log, (7776 : 216)

f. logg (262144 : 512)

¢Facilito el trabajo en parejas el desa-
rrollo de la actividad anterior? éPor que?

6.Analiza la siguiente demostracion:

Al calcular el producto y el cociente en-
tre X e y representando como potencias
los logaritmos:

log, (x) = m = b™ = x

log (y) =n—->Db"=y
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Se tiene que:
X+y=bm.b"=pmn

— log,(x - y) =

m + n = log,(x) + log,(y)
X:y=bm:b"=pm"
—log (x:y)=m-—-n=
log, (x) — log,(y)

a. Que propiedades de las potencias se
utilizaron? Identificalas.
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b..Como puedes utilizar las propiedades
log, (%) = —log,a y log,(x - y) = log_x
+ log_ y para demostrar log, (x : y) =

log_x — log_y ?
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7.Analiza:

11 '
x 9 3 1./\'3/\'9 27 81,
logx -2 -1 O

+2

a.iQué relacion observas entre ambas
escalas?

b.:Como explicarias quelog,9 =2 -log,9
utilizando las escalas anteriores?
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C.

€.

Construye una escala logaritmica de
log 5 X y logg, X. ¢Cual es la equiva-
lencia en ambas escalas para log, 97
¢Como se relaciona con el cambio de
base logaritmica?

. Se quiere modificar log,(10) a un loga-

ritmo de base 9. {Por cuanto se debe
multiplicar log,(10)?

éCual debe ser el valor de n en
log,(16) = n - logg (16)? ¢COmMo se re-
laciona con qué 4" = 8?

Sean a y b numeros reales positivos di-
ferentes de 1 y x un numero real positivo:

150

log_ x = log,, x
log, a
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Dicho de otra forma, es posible realizar
un cambio de base para expresar un lo-
garitmo de una base cualquiera en otra
base.

8. Analiza el siguiente procedimiento. Lue-
go, realiza las actividades.

Sealog (@) =c— b =a
Paso 1: b =a = Iogp(bc) = Iogp(a)
Paso 2: c - Iogp(b) = Iogp(a)

Paso 3: ¢ = 129, (2)

log,, (b)
Paso 4: log (a) = :88'0 EZ;
p
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a.Describe en cada paso los procedi-
mientos realizados.

b. Comprueba si las siguientes proposi-
ciones son correctas. Utiliza una cal-
culadora y el teorema del cambio de
base.

Recuerda que la tecla "log” se encuentra
en base 10 y "In” en base e.

e log,10 = 3, 322
e log,2 =0, 3
e log.3 = 0, 683
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9. Calcula el valor de los siguientes loga-
ritmos aplicando las propiedades vis-
tas.

Ejemplo:
1 64
a.log, 3 f. Iog? 5
1
b. log \f
3 Vg1 g.1n (ell , e5)2
4 e’
c.log, V7
3
h.Log( 100* )
32
d.| 2L
0921024 0, 001

i 31
e.log ~ 81 I. log,, 1515
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» Actividades de profundizacion

10. Expresa cada logaritmo en términos
de myn, con m=1log2 y n = log3.
Guiate por el ejemplo.

log24 _  log (8- 3)
log5 log, 1_20
log (2°-3) _ log2° + log3 _
log, 10 logl0 — log2
2
3log2+1og3 _ 3m +n

logl0 —log2 1 -m

log, 24 =

a.log, 3 d.log, v12

b.log, 2 e.log,. 27

c. log 30 f. log0, 2
154

33



UNIDAD KN

11. Utilizando propiedades, escribe dos
expresiones logaritmicas de base distin-
ta a 6 equivalentes al numero 6. Guiate
por el ejemplo.

6 =61log, 3 =log, 729 =

log, 29416 = log; 2916 — log, 4
» Para concluir

a.:cSe puede escribir un logaritmo en
cualquier base real? Justifica.

b..Quée utilidad tiene el cambio de base
para utilizar la calculadora?
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[ Aplicaciones de los logaritmos J

Si deseas determinar el valorde x en
la ecuacion: 3x = 2, {¢ocuparias una
raiz enésima o un logaritmo? ¢Por
queé?

éQué diferencia una escala logarit-
mica de una recta numeéeérica? Justifi-
ca.

Objetivo: Modelar situaciones de la vida
cotidiana y otras asignaturas mediante lo-
garitmos.

En una expresion algebraica de la forma
a® = c se pueden calcular cada una de sus
cantidades si se conocen las otras dos.
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Esto se realiza mediante tres operaciones
distintas:

Si se desconoce ¢, se utilizan potencias
para encontrar su valor.

Ej: Sia=5y b = 3, entonces
c =53 =125.

Si se desconoce a, se utilizan raices para
encontrar su valor.

Ej: Sib=4yc= 81, entonces
a*=81-a=1781=3

Si se desconoce b, se utilizan logaritmos
para encontrar su valor.
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Eji: Si a = 7y ¢ = 2401, entonces
7° = 2401 - b = log, 2401 = 4,

Sonido

1.La intensidad del sonido puede ser me-
dida de dos formas distintas:

eIntensidad sonora (B): se mide en
decibeles (dB).

e Intensidad acustica (I): correspon-
de a la cantidad de energia transpor-
tada por una onda sonora aplicada en
una superficie.

Se mide en watts sobre metro cuadrado
(V)
m
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Estas se relacionan mediante |la expre-
sion:

B =10 - log(I) + 120

a.El umbral del dolor es 1—nV7VT para el

ser humano. {Cual es la equivalencia
en decibeles? éQué situaciones de la
imagen resultan dolorosas para el oido
humano?

b.iQué expresion algebraica se utiliza
para calcular la intensidad acustica (I)
dada la intensidad sonora (3)?

c. Utiliza la expresion anterior para de-
terminar la intensidad acustica de 3
sonidos distintos.
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d.Se sabe que la intensidad de un equi-
po duplica la de otro equipo. éCual es
la diferencia que poseen en decibeles?

¢Por qué es importante no exponerse a
sonidos de alta intensidad? Comenta.
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35;11\/\; Fuegos artificiales gZHK[:!

== Motor de avion

= Sirena de policia
° Trombon

Il
av—Helicoptero

@=» Secador de pelo

e Camion

™ Auto

“': Conversacion
1l

45\ Lluvia moderada
|: Refrigerador

f . Susurro

‘e, CrUJlr de hojas

(3% Respiracién
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Quimica

2.Para medir la acidez o alcalinidad de
una sustancia se utiliza el pH. Este aso-
cia la concentracion de moles de hidro-
geno [H™] en la sustancia (en moles por
litro) segun la formula: pH = —log[H™]
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[Limpiador de ] -
canerias &
Blanqueador

Amoniaco

Tableta para]
indigestion

Agua de mar
Agua potable

Orina
Café
Tomate @

Jugo de naranjas (&

Vinagre (e

Jugos gastricos (%)
Acido de bateria (@)

35

Alcalinos

Neutro

Acido
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a.Calcula el pH de una sustancia cuya
concentracion de iones de hidrogeno
es de 0,00000038 moles por litro.

b.La escala de pH varia entre 0 y 14.
¢{Cuales son las concentraciones de
moles de hidrogeno maximas y mini-
mas de la escala?

c. Calcula la concentracion de moles de
hidrogeno aproximada de 3 sustancias
distintas.

d.iQué expresion algebraica utilizaste
para calcular las concentraciones an-
teriores? ¢COmo se relaciona con la
formula para calcular el pH?
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Biologia

3.La relacion entre el area de la superfi-
cie corporal a de una persona en m 2,
su masa m en kg y su altura h en cm
esta dada por la expresion:

log(a) =
—2,144 + 0,425 log(m) + 0,725 log(h)

a.iCual es el area aproximada de una
persona si su masa es 70 kg y su al-
tura, 1,75 m?

b. Determina la estatura aproximada de
una persona si el area de su cuerpo es
2 m? y su masa, 80 kg.
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c. Utilizando propiedades de logaritmos,
encuentra una expresion equivalen-
te a la formula anterior. Compruébala
utilizando los resultados anteriores.

4.lLa temperatura final de un cuerpo T,
transcurridos t minutos esta dada por
su temperatura inicial T, la temperatu-
ra ambiental T_ y la constante a de la
forma:

—_ t
T, =T +(T-T)-a
Considera un pan recién horneado a 180
°C, en un dia con 20 °C ambientales.

a.¢dCual es la ecuacion que rige el en-
friamiento si a = 0,857

b.{Luego de cuantos minutos se encuen-
tra bajo los 34°C?
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5.Analiza la siguiente informacion. Lue-
go, realiza las actividades.

La escala de magnitudes aparentes (m)
clasifica a las estrellas segun la intensidad
de su brillo estandarizado (I). Se calcula
mediante la expresion:

m =109, ( (/1>5 )

Las estrellas que se ven mas brillantes
son aquellas que tienen menor valor.

Las magnitudes aparentes de las estre-
llas principales de la constelacion de Oridn
son:
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wmﬁm_@m%m m=entre 0,5y 1,3 n

Saiphm = 2,06

&, .

o Altinak m = 1,89 “ o T

n | . e 8 Meissam = 3,33

BRI \iintaka m = 2,23 | [y |

_._u@m__._j = o,LN
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Para saber mas.
gbit.cl/T21M2MPO36A

a.¢dCual es la estrella de la constelacion
de Orion que se ve mas brillante en el
cielo nocturno? éCual es la menos bri-
llante?

b.Simplifica y transforma la expresion
utilizando propiedades para obtener
una equivalente con logaritmo de base
10.

c. La estrella Acrux de la constelacién de
la Cruz del Sur tiene una intensidad
de brillo estandarizada de 0,5. ¢{Cual
es la magnitud aparente de Acrux?
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¢Es mas o menos brillante que Rigel?,
ipor que?

.Determina la intensidad del brillo de

las estrellas de Orion.

.¢Cuanto varia la intensidad del brillo

de Betelgeuse?

. La escala moderna incluye cuerpos ce-

lestes como la Luna y el Sol con una
magnitud aparente de —12,6 y -26,8
respectivamente. ¢Cuantas veces mas
intenso es el brillo del Sol que el de |a
Luna?
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» Para concluir

a. En qué otras situaciones cotidianas
podrias aplicar logaritmos? Investiga.

b..CoOmo explicarias la relacion entre
logaritmos y potencias de exponente
racional?

Antes de continuar: Evaluacion
intermedia

1.Explica con tus palabras la relacion en-
tre potencias de exponente racional y
raices.

2. Explica con tus palabras la relacion en-
tre potencias de exponente racional y
logaritmos.
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3.Expresa cada potencia en forma de lo-
garitmo.

a.3* =81
b.26=_1
64
c.53=_1
125
(5)5__ 3125
d. \6 7776
(10)3 _ 1000
e. 3 57
(5)—4 _ 256
f. \6 625
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4.Expresa como potencias los siguientes
logaritmos.

a.log, 512 = 3
b.log, 1 =-3
343

C. Iog2 81 = _4

16

25 _ 5

d. Iog5 36
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5.Calcula el valor de x en cada caso para
que se cumplan las siguientes igualda-
des.

a.log 719 =6

b.log, 4096 = 4

_1
c.IogX4—j
d.log. x = 6

1

e. I0964x—Z
_1

f. | =
Ogi—ié =3
g.logg, 3 =X
h.log, 3 = x

81
I. log, 5=X

625
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6.Resuelve las siguientes operaciones
aplicando las propiedades de logarit-
Mos.

a.2log, 64 % log, 27 — Viog, 125

b.4log, 9 % log, 8 — Vlog, 32

C. %Iog 10 + %Iog 10 — Vlog 10

g V3109100 log 3 + log, 2
9 +log,8 - log, 4

7.Para calcular el pH de una solucion qui-
mica se utiliza la formula pH = —log[H™].
En ella, H* es la concentracion de iones

de hidrogeno presentes en la solucion.
175
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¢Cual es el pH de una solucion que tie-
ne una concentracion de [H'] igual a
9,5-10"1%?

8.Para determinar el diametro d de un
asteroide (en km), los astronomos uti-
lizan la expresion log(d) = 3,7 - 0,2 -
g. En ella, g corresponde su magnitud
absoluta.

a.Determina el diametro de un asteroi-
de si su magnitud absoluta es 30.

b. Calcula el diametro de un asteroide si
su magnitud absoluta es 20.

c. ¢Cual es la magnitud absoluta de un
asteroide si su diametro mide 5,8 km?
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» Reflexiono

a.¢dCual crees que es la utilidad de las es-
calas logaritmicas en contextos cienti-
ficos?

b..Como facilitaron tus calculos las dis-
tintas propiedades de logaritmos?

c. c.Comprendiste completamente Ia
relacion entre las propiedades de
logaritmosylasdepotenciasenésimas?
¢Quée podrias mejorar?

- 177



( éQué aprendi? J

Imagina que dibujas con exactitud un
cuadrado de lado 1 metro en la arena.
Luego, con la misma exactitud, cortas un
trozo de cuerda del mismo largo que la
diagonal de ese cuadrado. Asi tendras en
tus manos una cuerda de largo V2 me-
tros.
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El nimero V2 es irracional. Por lo tan-
to, no puede escribirse completamente vy,
sin embargo, lo estarias sosteniendo en
tu mano.

Evalua los conocimientos adquiridos a lo
largo de la Unidad realizando las siguien-
tes actividades.

Responde a partir de la imagen.

1..Como justificas la aparente contradic-
cion presentada en la imagen?

2.Dibuja un cuadrado de lado 2 cm. Lue-
go, responde las siguientes preguntas:

a. /A gué conjunto pertenece el valor de
la diagonal de este cuadrado?
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b./ Cual es el largo aproximado de su
diagonal? Estima mediante el méetodo
de los cuadrados.

3.Repite |la experiencia para un cuadrado
delado 4, 8 y 10 cm. En caso de que se
repitan los tipos de resultados, explica
pOr qUE& ocurre eso.
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Resuelve.

4.Indica si los siguientes numeros son ra-
cionales o irracionales. En caso de ser
racionales, escribelos como una frac-
cion.

a.v2 + V4
b.y/25+ V4

C. 3\/—5

d.,/162
\ 29

5. Construye en tu cuaderno una recta nu-
merica y ubica los siguientes numeros
en ella.

a.v17 b.v2 + V3
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6.Realiza el método de acotacion sucesi-
va 4 veces y calcula una aproximacion
de v/30. ¢Qué tan cercana es esta apro-
ximacion al valor real?

7.Reduce las siguientes expresiones utili-
zando descomposiciones y propiedades
de raices y racionales.

9
V3 V2

)+
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d.§/3 2
7
21 12 14
e [V5)
f. V3 + V27 — 275

8.Determina la veracidad de cada afirma-
cion. Justifica tu respuesta.

a.La base de un logaritmo puede ser
cualquier numero real positivo.

b.log_.625 existe y es igual a 4.

c. El logaritmo cuyo argumento es la base
de dicho logaritmo es siempre igual a
1.
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d.log, . 8 = —3 expresado en forma de

. 1\3
potencia es (3) = 8

9. Calcula el valor de las siguientes expre-
siones (Considera log(2) = 0, 3, log(3)
= 0,47, log(5) =0,7 y log(7) = 0,85)

a.—log(14) — 5 log(21) + log(18)
b.3log(4) + log(245) — log(144)

10. Resuelve los siguientes problemas:

a.El patio de un colegio, de forma rec-
tangular, tiene 450 m? de superficie.
¢Cuanto mide su lado mas corto si el
patio esta formado por dos cuadrados
iguales?
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b.Calcula el volumen de un recipiente
cubico tal que para llenarlo con leche
se gastaron $159.720. Se sabe que el
litro de leche cuesta $15.

20 + ¢t -
c. log (p) = 10

sion que relaciona la poblacion P de
insectos en una bodega transcurridas
t horas en que esta cerrada.

log(2) es la expre-

¢Cuantos insectos habia en el instante
en que se cerro?

¢Cuanto tiempo debera transcurrir para
que se cuadruplique la poblacion?
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» Reflexiono

e (Qué actividad te costd mas realizar?
¢Quée contenidos estan implicados?

e (Qué estrategias utilizaste para resol-
ver los problemas?

e ¢(De qué forma te aportaron al desa-
rrollo de la evaluacion tus compane-
ros?
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[ Unidad 1: Sintesis ]

Niumeros

éCuales son los numeros irraciona-
les?

Son aquellos cuya representacion deci-
mal es infinita no periddica. No pueden
ser representados en la forma de fraccion

%donde a y b son numeros enteros y b+0.
¢Como se define al conjunto de los
numeros reales?

El conjunto que esta formado porla union
de los numeros racionales e irracionales.
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éCual es la relacion entre raices y
potencias?

Las raices eneésimas son potencias con
. n n
exponente racional, tal que va™ = a~ con
n y m numeros enteros y m=0.

éCuando se pueden sumar o restar
las raices enésimas?

Se pueden sumar y restar siempre y
cuando sus indices y cantidades subradi-
cales sean iguales.
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¢Cuales son las propiedades de las
raices enésimas?

Sean n y m numeros enteros positivos.

e Va-¥b =Va:b

o%:% =n\/5 , b+0
vb

n
. (Va)" = va™
¢Qué es racionalizar una expresion?

Es el proceso de encontrar una expre-
sion equivalente a la original, sin raices
en el denominador, a travées de la ampli-
ficacion.
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¢Qué es un logaritmo?

Es el numero real n, que cumple con
log, (@) = n & b" = a, donde a y b son
numeros reales positivos, con b#1.

éCuales son las propiedades de lo-
garitmo?

Sean a, b, c y p numeros reales positi-
vos,conb#1yc+1

log, (") =n-log,a, n€Q

log, (a- c) = log,(a) + log, (c),

log,, (2) = log, (a) — log, (c), ¢ #0
|
o, (3) = o> 22,
P
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ALGEBRA Y FUNCIONES

—
=

S

Glaciar Perito Moreno. Santa Cruz,
Argentina. Patrimonio de la Humanidad.
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En esta Unidad aprenderas sobre ecua-
cion y funcion cuadratica, sus propieda-
des, representacion grafica y aplicaciones
en la vida cotidiana. Ademas, comprende-
ras el concepto de funcion inversa y cam-
bio porcentual.

1.¢Por qué crees que el glaciar Perito Mo-
reno es el mas visitado? Comenta con
tu curso.

2./ Queé otros efectos tiene el calentamien-
to global? Investiga y comenta.

3.¢Es un efecto reversible el cambio cli-
matico? {Qué podemos hacer para evi-
tar sus efectos?
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Los glaciares son masas de hielo acumu-
ladas durante miles de anos. Junto con
los casquetes polares, son la mayor re-
serva de agua fresca en la Tierra. Sin em-
bargo, debido al cambio climatico, se han
visto reducidos en tamano. Efectos como
precipitaciones, temperatura media y nu-
bosidad afectan directamente a la masa
glacial, por lo que su alteracion es consi-
derada el indicador mas sensible del cam-
bio climatico.

El area de Campo de Hielo Sur se estimo
en 13.500 km? el afio 1945.

Luego se redujo a 13.000 km? en 1986 y
a 12.550 km? en 2010. Entre 1975-1995
se perdieron 13,5 km?3/afio, lo que au-
menté a 38,7 km3/afio en 1995-2000.
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El mas afectado corresponde al glaciar
O'Higgins. Este retrocedio 12 km en el pe-
riodo 1946-1995. Ademas, perdido 2 km
entre los meses de junio y julio de 2017.
El glaciar Perito Moreno es uno de los po-
COS que se encuentra en equilibrio y es el
mas visitado de toda la Patagonia.

4. El cambio en los glaciares en la Pata-
gonia puede ser modelado por una fun-
cion lineal? éPor qué?

5./.Cuanto debiese avanzar anualmente
para recuperarse el glaciar O'Higgins
en los proximos 50 anos? éCrees que
sucedera?
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Activo lo que sé: Evaluacion
diagnostica

1. Calcula:

a.El 30% de 125.

b.El 80% de 4.960.

c. El 20% del 50% del 10% de 36.
d.{Qué porcentaje es 600 de 8007
e. (Que porcentaje es 400 de 6007
f. éQué porcentaje es 200 de 8007

g.El 12% de un numero es 8,4. ¢Cual es
el numero?

h.El 2% de un numero es 68. ¢Cual es el
numero?
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2. Multiplica e identifica el nombre del pro-
ducto notable.

a. (x-5) - (x—7)

b. (x+10) - (x—6)
C. (x—6) -+ (x—6)
d.(x-11) - (x+11)
e. (4x+11) - (4x—2)

f. (2x=5) - (2x+5)

o D)+ Y
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3.Plantea una ecuacion y resuelve los si-
guientes problemas:

a.En una caja hay 4 docenas de bom-
bones, de los cuales el 25% esta en-
vuelto en papel de aluminio. {¢Cuantos
bombones no estan envueltos?

b. El perimetro de un rectangulo mide 48
cm. Calcula sus dimensiones sabiendo
que el largo es el triple de su ancho.

c. El IVA (impuesto al valor agregado)
corresponde al 19% de todas las com-
pras que se realizan. Si un libro cuesta
$9.000 sin IVA, écual sera su valor fi-
nal?
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d. El valor mensual, con IVA, de un servi-
cio digital en linea es $9.520. éCual es
su valor sin IVA?

4.E| estiramiento o compresion de un re-
sorte es directamente proporcional a su
fuerza de restitucion. Esta relacion, co-
nocida como ley de Hooke, esta dada
por F= —-kx. En esta F es la fuerza de
restitucion; x, su deformacion (estira-
miento o compresion) y k es la cons-
tante de deformacion del resorte. Para
el resorte de la imagen, la relacion es
F = -100 x.

X = -0,6 cm
X =0cm
X =0,4 cm
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a. Calcula la fuerza de restitucion del re-
sorte para cada distancia que este se
estira o comprime en las imagenes.

b.A partir de los datos obtenidos, tra-
za la grafica que representa la relacion
entre la fuerza de restitucion y la elon-
gacion del resorte.

c. .COmo se modificaria la grafica si el
coeficiente del resorte fuera k=507

d. {Corresponde a una funcion la relacion
entre ambas magnitudes? ¢Por qué?

» Reflexiono

e ¢lLograste realizar todas las activida-
des sin problemas? ¢Crees que debes
reforzar algun contenido? Si es asi,
écual?
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e ¢(Te sientes preparado para comenzar
esta Unidad? é¢Qué conceptos te re-
sultaron mas faciles de comprender?

Leccion 4: Cambio porcentual
constante

\. J

Definicion de cambio porcentual

¢Como pueden representarse los por-
centajes de forma algebraica?

¢Como pueden representarse los por-
centajes de forma grafica?

Objetivo: Comprender y analizar el cam-
bio porcentual de una magnitud en el
tiempo.
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Ciencias sociales

1.La IX Encuesta Nacional de Juventud
fue aplicada a 9.700 jovenes entre los
15 y 29 anos. Los resultados se pre-
sentan a continuacion.

Orientacion sexual

0
0.6% 23A)zl%
2,1 %—~—_ ~24% | B Bisexual

Heterosexual

Homosexual

AUn no definida
B Otro

90,5% ™ No sabe/
No responde
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Identidad

Su sexo masculino
coincide con su
percepcidon masculina de
genero.

2,1%

Su sexo femenino coincide
0 T

48% 49.7% con su percepcion

femenina de género.

Su sexo no coincide con su
percepcion.

a.¢A cuantas personas encuestadas co-
rresponde cada una de las categorias
de orientacion sexual?

b.¢A cuantas personas encuestadas co-
rresponde cada una de las categorias
de identidad?
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c. La VIII Encuesta se aplicd tambien a
9.700jovenes. Deellos, 8.042 declara-
ron su orientacion como heterosexual.
¢En cuanto vario el porcentaje?

e ¢(Por qué crees que es importante rea-
lizar este tipo de encuestas? Compar-
te tu respuesta con tu curso.

El cambio porcentual es la variacion
de un numero o cantidad inicial en un pe-
riodo de tiempo. El indice de variacion
(Iv) es un numero decimal positivo que se
define como el cociente entre dos valores
consecutivos de una variable. Por ejem-
plo, el indice de variacion entre el perio-
do actual y el periodo anterior se calcula
mediante:
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_ Valor actual
Iv = :
Valor anterior

Indicando el crecimiento o decrecimien-
to de la variable. Si 0 < Iv < 1, la variable
decrece en el tiempo. Si 1 < lIv, la varia-
ble crece en el tiempo.

¢Qué ocurre con una variable si el indice
de variacion es 1? Explica con tus pala-
bras.

2.Analiza el siguiente titular y responde.

El indice de variacion del precio de
los combustibles entre marzo y abril
fue de 1,03.
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a. ¢El valor de los combustibles aumento
o disminuyd? ¢éEn qué porcentaje?

b. En marzo el precio de un litro de com-
bustible era de $780. éCuanto costara
en abril?

c. Supongamos que el indice de varia-
cion se mantiene constante en mayo.
¢Cuanto habran aumentado los pre-
cios respecto de marzo?

3.Analiza y responde.
La tabla muestra la cantidad de anima-

les (en miles) en estado salvaje duran-
te los ultimos 4 anos, en cierta region.
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ARo 2017 | 2018 | 2019 | 2020

Cantidad

de 5 4 3,2 2,56
animales

a.Calcula el indice de variacion entre
cada ano.

b.¢La variable crece o decrece en el tiem-
po? ¢Como se evidencia en el indice de
variacion?

C. (Es correcto decir que, durante dos
anos consecutivos, la disminucion en
la cantidad de animales fue la misma?
éPor que? Justifica.

d.Si el indice de variacion se mantiene,
équée se podria esperar a futuro de la
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vida silvestre en esa zona? Justifica tu
respuesta construyendo una tabla para
los valores desde el ano 2020.

4.Analiza la siguiente informacion. Lue-
go, realiza las actividades.

El crecimiento de un arbol nativo plan-
tado en 2013 se muestra en la siguien-
te tabla.

2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020

2 2,4 | 2,88 |3,456 14,1472
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a.Calcula el indice de variacion entre
cada ano. ¢Es constante? Justifica.

b.Si el indice de variacion se mantiene
constante, équé altura tendra el arbol
en 20217

c.Si el indice de variacion se mantiene
constante, {en qué ano el arbol medi-
ra aproximadamente 10,3 metros?

d.Encuentra una expresion algebraica
gque relacione cualquier par de anos
consecutivos t y t+1 con el indice de
variacion del problema.
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Podemos representar algebraicamen-
te un fenomeno que involucre un cam-
bio porcentual constante mediante Ia
ecuacion recursiva:

f(t+ 1) = Iv - f(£)

Donde t representa un periodo (medido
en dias, décadas, horas, etc...), t + 1 el
periodo siguiente y f(t) es la cantidad en
el periodo t.

5.Encuentra el indice de variacion para
cada situacion. Luego, escribelo de for-
ma recursiva. Considera que el indice
de variacion es constante en el tiempo.

Ejemplo: La poblacion (P) de una ciudad
aumenta 4% cada ano.
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El Ivde un ano a otro es 104%=1,04. De
forma recursiva: P(t+ 1) = 1, 04 - P(t)

a. El volumen (V) de un glaciar se reduce
en 8,9 % cada ano.

b.La tasa de desempleo (d) en Chile au-
mento en 7,1% en el primer trimestre
de 20109.

c. El indice de obesidad (O) en un pais
aumenta en 2,7% cada ano.

Considera que la altura del arbol en el
ano t es igual a f(t).

d. La tasa de personas diagnosticadas (D)
con VIH en Chile aumento en 30,9% el
ano 2019 respecto de 2018.
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Economia

6.Analiza y responde en parejas.

Cierta camioneta para trabajos pesa-
dos tiene un valor de $12.000.000 nue-
va. Su devaluacion es de 10% al ano.

a. < Quée significa que el precio de la ca-
mioneta se devalue? Explica.

b. Identifica el indice de variacion y es-
cribe el cambio porcentual de forma
recursiva.

c. Construye una tabla de valores para
el precio de la camioneta en los proxi-
mos 5 anos.
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d. Ubica los datos de la tabla anterior en
un plano cartesiano y unelos con una
curva a mano alzada. ¢{Como describi-
rias la curva?

e. Analiza el siguiente procedimiento para
construir un grafico de cambio porcen-
tual utilizando GeoGebra. Luego, com-
paralo con el grafico obtenido

Paso 1: Ingresa los valores en |a tabla.

A B C Dt E F
1 0 12
2. 110.8 ]
3| 2972
4 3874 ]
5 4 7.87
s 5709 :
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Paso 2: Selecciona los datos y abre la
herramienta “Analisis de regresion”.

X Gl 02 =

— — .
‘ Andlisis de una variable

—— ~ —

ﬂa %" Analisis de Regresién de dos variables

HI—1H . . .
H=- Analisis multivariable

5 B==) Y [/
4 3 8.74
5 4 7.87

Paso 3: Apareceran los datos de la tabla
graficados. Selecciona “"Modelo de regre-
sion” y luego la opcion “Crecimiento”.

f. {Qué representan las variables x e y
de la ecuacion anterior?
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iComo fue el desarrollo del trabajo co-
laborativo de la actividad anterior?, équé
podrias hacer para mejorarlo? Comenta
en parejas algunas estrategias para me-
jorar.

7.Analiza el grafico y responde. Conside-
ra constante el cambio porcentual en-
tre los anos 2014 y 2021.

Tiempo (ano) Energia (TWh)
2014 80
2015 85,6
2016 91,6

214 46



a)
<
Q
z
>

odwsal |

1Z0¢ 020 6T0¢C 8T0C LTOC 91T0C STOC V10C »

> 0L

— 08
— 06
— 00T
— OTT
— 0dT
— OCT

sied un 9p 02111099
OWNSUO0D |9p uoiddxAo0.1d

" (HMm1)
eibaaug

215

46



a. Aumenta o disminuye el consumo de
energia eléctrica en ese pais? ¢En qué
intervalo esperarias que se encuentre
el indice de variacion? Justifica.

b.Encuentra el indice de variacion vy la
ecuacion de cambio porcentual que
describen la situacion planteada. Lue-
go, comparalo con tu respuesta ante-
rior.

c. Si esta situacion se mantiene, éa qué
niveles de consumo energético llegara
el pais en 20307
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8.Analiza los siguientes graficos y deter-
mina el indice de variacion.

a) Y

46 217



218 46



(0;/10)

2)

N

(2, 0,4)

(3,

46

UNIDAD AN

0,08)

219




» Para concluir

a.Imagina que el indice de variacion no
fuera constante. ¢éQué sucederia con la
representacion grafica del cambio por-
centual?

b.¢ En qué se diferencian los graficos de
una situacion de crecimiento porcen-
tual y uno de decrecimiento porcen-
tual?
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Aplicaciones de cambio
porcentual

\. J

é¢Qué propiedades debe cumplir un
fendmeno para ser modelado por una
situacion de cambio porcentual?

Objetivo: Estudiar fendmenos de cam-
bio porcentual en la vida cotidiana y otras
asignaturas.

Para el cambio porcentual constante de-
bes considerar los siguientes aspectos:

e Identificar las variables y su relacion.

e Comprobar que los datos satisfacen
las formas algebraicas asociadas.
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e Aplicar la expresion algebraica para
proyectar resultados o valores a futu-
ro.

e Representar los datos de manera gra-
fica o mediante tablas favorece la com-
prension del fendbmeno y su compor-
tamiento.

En problemas de esta indole es comun
que las incognitas se encuentren en el ex-
ponente o en la base de una potencia. Por
ello, es importante recordar nociones de
logaritmos y raices enésimas, para des-
pejarlas y responderlas.
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Economia

1.En el interés compuesto, los intereses
obtenidos al final de un periodo se su-
man al capital inicial, y el monto asi
conseguido se considera el nuevo ca-
pital para el calculo de los intereses en
el siguiente periodo. Por ejemplo, si se
pide un crédito de $1.000.000 con un
interes compuesto del 3% mensual. Po-
demos calcular el interés compuesto de
forma recursiva:

C(t+ 1) =r-C(t); donde
C(0) =1000000y r = 3%

a.¢Cual es valor obtenido luego de un
periodo?
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b. Determina el valor obtenido luego de
dos periodos.

c. (Cuantas veces hay que multiplicar
C(0) por el indice de variacion para ob-
tener C(2)?

d.iCuantas veces hay que multiplicar
C(0) por el indice de variacidon para
obtener C(t)? Exprésalo utilizando po-
tencias.

e. Analiza el siguiente procedimiento.

La formula de interés compuesto es:

Periodos
Capital final — T~ /_

CH=C - {1+ Tasa de interés

Capital inicial \/ \\_/ por periodo
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Podemos predecir el valor de un monto
inicial de $1.000.000 (C.) bajo un interés
compuesto mensual del 3% (r = 0,03)
luego de 6 meses (t = 6) se tendra:

C(6) = 1.000.000 - (1 + 0,03)6 =
1.000.000 - (1,03)6 ~ 1.194.052

¢Cual sera el capital final luego de un
ano?

f. Utiliza la formula anterior para calcu-
lar C(0) = $10.000.000, conr = 4%
luego de 3 meses.
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Ciencias sociales

2.En cierta zona rural en 1970 habitaban
solo 500 personas. En ese entonces, la
tasa de crecimiento poblacional era de
3% anual. El modelo matematico que
rige el crecimiento porcentual de la po-
blaciones P(t ) = A - rt

a. Que representan los parametros A y
r en esta expresion? ¢Cuales son sus
valores en esta situacion?

b. Escribe la ecuacion recursiva que des-
cribe el aumento de la poblacion ano
a ano en dicha zona. Luego, determi-
na la ecuacion explicita.

c. ¢Que significa P(8)? Explica y encuen-
tra su valor.
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d.Completa en tu cuaderno la siguiente
tabla:

ANo t P(t)

1970 0 500

1971

1972

1973

1974
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Actividades de profundizacion

3.La cantidad de nucleos radiactivos N
existentes en el tiempo t sigue el mo-
delo:
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i 1.Carbono-14

El carbono-14 es un isotopo creado por
un atomo de nitrogeno con un neutron
proveniente de la radiacion solar.

2.Al morir, dejan de absorber carbono.
El carbono-14 se transmuta en nitré-
geno.

3.Las plantas y animales incorporan el
carbono-14 en sus cuerpos a traves
de la fotosintesis de las plantas..
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a. El isotopo radioactivo carbono-14 tie-
ne una vida media de 5.730 anos.
¢Qué significa esto?

b. Completa la tabla en tu cuaderno:

t (anos Porcentaje de

transcurridos) carbono - 14
0 100%

5730
11460
17190
22920
28650
34380
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c. ¢Qué porcentaje de atomos de carbo-
no-14 permaneceran en una muestra
tras 57.300 anos?

d.Se encuentran restos arqueoldgicos
con 20% de carbono-14 en relacion
con una muestra viva. {¢Qué antigle-
dad tienen estos restos?

Economia

4.l 0s intereses bancarios se aplican al fi-
nal de cada periodo sobre una cantidad
adeudada o ahorrada a la fecha. En tal
caso, se dice que se esta aplicando un
interés compuesto. El capital C luego
de cada periodo de tiempo t se modela
por la expresion.

C(t) = Cy = (1 + i)t

49 231



Donde C, corresponde al capital inicial
del periodo e i es a |la tasa de interés que
aplica la entidad bancaria. Relunanse en
grupos y respondan:

a.Expliquen qué significa que una tasa
de interés sea aplicada de mane-
ra: mensual, trimestral, semestral y
anual.

b.Una institucion financiera ofrece a sus
clientes un deposito a plazo con 6% de
interés anual por depositos realizados
a 2 anos. Si se invierte $1.000.000:

I. Identifiquen el indice de variacion.

II..Cual sera el capital después de 2
anos?

III..Cuanto sera luego de 4 anos?
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C. Tres personas depositan cada una
$53.000 en sus cuentas bancarias con
un interés compuesto. La primera de-
positd su dinero al 3% anual por 6
anos. La segunda lo hizo al 5% anual
por dos anos y la tercera al 2% semes-
tral por 3 anos. ¢Quién tendra mas di-
nero al momento de retirarlo? Justifi-
ca.

d.Una abuela planea dejar una herencia
a su nieto. Para ello, deposita $200.000
en una cuenta de ahorros que ofre-
ce un interées compuesto del 2,1% se-
mestral.

I. Construye una tabla de datos con el
capital adquirido para los 13 anos
siguientes.
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II.Utilizando un software, grafica el

e.

cambio porcentual anterior.

Una institucion bancaria ofrece otro
tipo de interés, el interés simple, el
cual esta modelado por la expresion
C(t)=C,(1+i-t). Comparen el in-
terés simple y el compuesto constru-
yendo una tabla para mostrar la evo-
lucion de una deuda de $1.000.000
con un tasa de interés del 10% anual.

» Para concluir

234

¢Qué otros fendmenos de la vida coti-
diana pueden ser representados me-
diante una ecuacion de cambio por-
centual? Da 3 ejemplos.
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b..Como describirias la diferencia en el
crecimiento entre el interés simple y
el compuesto?

Antes de continuar:
Evaluacion intermedia

¢A donde va el dolar?

En grupos de 3 integrantes, analizaran
el cambio porcentual del precio del dolar
en los ultimos 20 dias. Utilicen una plani-
lla de calculo.

Materiales:

e Acceso a Internet para buscar la in-
formacion.

e Computador con Microsoft Excel o si-

milar.
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Paso 1: Busquen en Internet el registro
del precio del ddlar en los ultimos 20 dias.
Anotenlos en una planilla de Excel, como
la del ejemplo.

A B C

L PrecioFurofebrero2020
2 Dia Precio Variacion porcentual

3 6 854,96

4 7 855,42

5 8 855,42

6 9 855,42

7 10 863,59

8 11 868,67

En el ejemplo se utiliza el precio del
euro desde el 6 al 11 de febrero de 2020
(https://si3.bcentral.cl/)
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Paso 2: Se asigna inicialmente 0 en la
primera casilla de la variacion porcentual.

a. ¢ Por qué se asigna este primer valor?
¢Se podria haber asignado otro valor?
Expliquen.

A B C
1
2 Dia Precio \Variacion porcentual
3 6 854,96 0
4 7 855,42 =1-B3/B4
5 8 855,42
6 9 855,42
7 10 863,59
8 11 868,67

Paso 3: Calculen la variacion porcentual
en cada caso.
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b..Como obtienen esta formula para el
calculo de la variacion porcentual?

General

| «0 00
$ - %pow | o 38

A B C
1 PrecioEuroFebrero2020 |
2 Dia Precio Variacion porcentual
3 6 854,96 0
4 7 855,42 0,000538
5 8 855,42 0,000000
6 9 855,42 0,000000
7 10 863,59 0,009461
8 11 868,67 0,005848

Paso 4: Traspasen a porcentaje los valo-
res obtenidos.

c. Elijan un par de datos de la tabla.
Comprueben manualmente el cambio

porcentual.
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d. Construyan un grafico que permita vi-
sualizar el cambio porcentual del do-
lar.

e. ¢ Podrian predecir qué pasara con el
valor del dolar en los proximos dias?
¢En qué basan su respuesta? Justifi-
quen.

A B C
il Precio Euro Febrero 2020
2 Dia Precio Variacion porcentual
3 6 854,96 0
4 7 855,42 0,05%
5 8 855,42 0,00%
6 9 855,42 0,00%
7 10 863,59 0,95%
8 11 868,67 0,58%

50
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» Reflexiono

a.{Como evaluo mi participacion en esta
actividad?

b. {Qué utilidad tiene Excel u otra planilla
de calculo en la asignatura? Justifica

c. (Qué importancia tiene la variacion
del ddlar en nuestro pais?
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Leccion 5: Ecuaciones de
segundo grado

\. J

La ecuacion de segundo grado
¢Como describiras una ecuacion?

é¢Qué significa que una expresion
esta al cuadrado?

é¢Como se calcula el area de un rec-
tangulo?

Objetivo: Identificar una ecuacion de
segundo grado y sus componentes.

1.Analiza la informacion. Luego, realiza
las actividades.

En el antiguo Egipto, debido a las cre-
cidas del rio Nilo, las divisiones entre los
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terrenos aptos para la agricultura eran pe-
riodicamente borradas. Para ello, existian
agrimensores especializados en realizar
las mediciones de terrenos.

._

RIO NILO

.w SR SE SR REAN] | |
\’ \"1" ‘,"1"*2

-ﬂ»qﬂ'fwé’ri*\l

B | ecHuca A

M 99 m2 | \Lm

A R
. EE

|

20 m
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a.¢iCual es el area total destinada a le-
chugas? ¢éQueé expresion algebraica
representa el area destinada a sem-
brar trigo?

b..Qué expresiones algebraicas puedes
plantear para el area total de ambos
terrenos? Compara tu respuesta.

c. Iguala la suma de las expresiones ob-
tenidas en a con la expresion obteni-
da en b. Luego, despéjala de tal forma
que quede 0 a un lado de la ecuacion.
¢Qué caracteristicas tiene la ecuacion?
¢Qué diferencias tiene con una ecua-
cion lineal?

d.Luego de algunos calculos, un
agrimensor determina que el lado

del terreno destinado a sembrar trigo
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deberia medor 11 m 0 9 m, Reemplaza
estos valores en la expresion anterior.
Luego, responde: écual es correcto?,
ipor que?

Una ecuacion de segundo grado o
ecuacion cuadratica tiene la forma:

ax’>+bx+c=0,cona,b,cERya=#0

Donde a, b y c son llamados coeficientes
de la ecuacion. Las ecuaciones de segun-
do grado tienen dos raices o soluciones,
las cuales denotaremos como X, y X,, Y
se dividen en:

Raices reales distintas: x,, X, € Ry
X, ¥ X,
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Raices reales iguales: x,, x, € Ry

X1=X2

No pertenece a los reales: x,, x, € R

Por ejemplo, la ecuacion 3x? + 2x = 0 es
incompleta y tiene coeficientesa = 3, b =
2y c=0, mientras que 2x* + x = 3 =0
es completa con coeficientesa =2, b =1
y c = —3.

2.Identifica cuales de estas ecuaciones
corresponden a ecuaciones de segundo
grado. Determina sus coeficientes a, b
y € en caso de que |lo sean:

a.Xx +3 =2

3

_Z=O

b. x?
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C.3x —25=6
d.x? + 6x = 2
e.3x* - 5=0

f. 6,5x> -9 =0
g.xX—-5)x+3)=0
h.(3x — 2) + 6x = 8
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3..Queé ecuacion de segundo grado repre-
senta el area de las siguientes figuras?

d. X 2

4 + X

C. X+ 6
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4.:.Qué significa que la solucion de la
ecuacion x2 + 2x + 1 = 0 es x=—-17

Argumenta.

5.Considera las siguientes ecuaciones y

sus posibles raices:

Ecuacion Posibles raices
X(x—=5)=0 7 -5 0
(x+1)x=0 2 1 -7

(x+10) (x+2)=0| 5 2 -2

Ecuacion Posibles raices
(x—14)(x—-8)=0]| 12 3 -3
(Xx+7)(x-5)=0 2 5 ~7

2X(x—2)=0 0 1 -1
248
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a.¢Cuales son las posibles raices que sa-
tisfacen la ecuacidn en cada caso?

b..Quée estrategia utilizarias para deter-
minar las soluciones anteriores?

Fisica

6.Analiza la siguiente informacion. Lue-
go, responde.

Para conocer la altura h a la cual se en-
cuentra un cuerpo que es lanzado verti-
calmente hacia arriba, despreciando el
roce con el aire, se emplea la siguiente
expresion:
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h,: Altura inicial

v,: Rapidez inicial

t: Tiempo transcurrido

g: Aceleracion debida a la gravedad
—: Considera g como 10m/s?

Un cuerpo se lanza verticalmente hacia
arriba con una rapidez inicial 50 m/s des-
de una altura de 5 metros.

a.¢iCual es la ecuacion que representa
su altura?

b.¢ A qué altura se encuentra el cuerpo
al cabo de 3 segundos? éY a los 7 se-
gundos?

c. ¢En cuantos segundos vuelve a tener
la altura inicial?
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d.Compara la expresion anterior con la
forma de la ecuacion de segundo gra-
do. ¢Cuales son los valores de los co-
eficientes a, b y c?

» Para concluir

a.:Qué es una ecuacion cuadratica? Ex-
plica con tus palabras.

b..Qué son las raices de una ecuacion
cuadratica?
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Resolucion de una ecuacion de
segundo grado por factorizacion

\. J

¢Qué es una factorizacion?

é¢Qué son los productos notables y
cuales conoces?

Objetivo: Resolver ecuaciones cuadra-
ticas mediante factorizacion.

1.Copia la figura e identifica los colores
de los cuadrilateros cuyas areas sean
equivalentes a:
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a.b? d.b? + ba
b. a? e.a? — ba
c.a? + ba f. ba — b?
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2.Lee la siguiente informacion. Luego,
responde:

Se quiere techar una casa. Se sabe
que el largo del techo es tres metros
mas que su ancho y su area es 10 m?.

0,85 m
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a.Si el ancho del techo es x metros,
¢cuales son sus dimensiones? Escri-
belas en términos de Xx.

b.:{Cual es la ecuacion cuadratica que
relaciona el area del techo con sus di-
mensiones?

c. Ordena la ecuacion anterior de la for-
ma ax’? + bx + ¢ = 0 y factoriza. ¢Cua-
les son los factores?

d.Iguala cada factor a cero. Luego, re-
suelve para obtener los valores de x,

y X,.

Si la multiplicacion de dos numeros Ay B
es 0, entonces se cumple que al menos
uno de los dos es igual O, es decir:
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SiA:-B =0, se tiene:
A=0,B=00A=B=0.

Recuerda las factorizaciones:

a2 —b2=(a+b)(a-Db)

a’+ (p+qg)a+pg=(a+p)(a+q)
a2 +2ab +b%2=(a+b)(a+b)

e. Reemplaza los valores de x1 y x2 en
las dimensiones del techo. éSon am-
bas soluciones adecuadas para deter-
minar las dimensiones del techo?

f. ¢Cuales son las dimensiones del te-
cho?
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Un meétodo para resolver ecuaciones
de segundo grado con una incognita es
la factorizacion. Este método consiste en
factorizar e igualar a cero cada uno de
sus factores. De este modo, se despeja la
incognita en cada uno de ellos.

Ejemplo: x> + 4x — 21 =0

/—(X+7)(X—3) =0—\

x+7:0—>x1:—7 0 x—3:0—>x2:3

“Para el caso de la factorizacion, resolver
una ecuacion cuadratica es equivalente a
resolver dos ecuaciones lineales". Explica
con tus palabras la afirmacion anterior.
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3.Resuelve las ecuaciones de segundo
grado factorizando con el producto no-
table pedido. Guiate por los ejemplos:

a. Mediante término comun:
Ejemplo: 3x? — 9x = 0

Paso 1: Se identifica el término comun.
En este caso es 3x.

Paso 2: Se reescribe la ecuacion utilizan-
do el factor: 3x - (x —3) =0

Paso 3: Seresuelve: 3 x=0—-x, =0

1
ox—3=0—>x2=3
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I. x> —-7x=0
II. 6x° + 6x =0
III. 18x% + 15x = 0
IV. 5x° + 23x =0

b. Mediante cuadrado de binomio:
Ejemplo x> —6x + 9 =0

Paso 1: Se busca un numero que cumpla
con 2k = -6 y k2 = 9. En este caso co-
rresponde a -3.

Paso 2: Se factoriza y resuelve:

(x—3)(x—-3)=0

(x=3)Y=0->x%x,=X%, =3
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I. X2 +2x+1=0
2 1

2 J— [ —
II. X +3x+9 0
ITI.4x2 —4x+1 =0
IV. 3x2+2x+%=0

c. Mediante diferencia de cuadrados:
Ejemplo: 9x> — 81 =0

Paso 1: Identificamos los elementos al
cuadrado. Este caso 3x y 9.

Paso 2: Utilizando la factorizacion, rees-
cribimos:

(3x)2 = (9)?=0-> (3x —9)(3x+9) =0
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Paso 3: Resolvemos:

3x—9=0—>x1=3 o)

3Xx+9=0->x,=-3

I. — 16 =0

II. 4x° —l 0
9

ITI.25x2 -2 =0
1

2—_=

IV. 3Xx 5 0

d. Mediante factorizacion de trinomio:
Ejemplo: 5x° + 4x — 12 =0

Paso 1: Se identifican los factores de

5-(-12) =-60 que sumen 4, en este caso,
10 y -6.
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Paso 2: Reescribimos y factorizamos:
5x% + 10X — 6X — 12 =

0> 5x(x+2)—6(x+2)=
O->(5x—-6)(x+2)=0

Paso 3: Resolvemos:

X+2=0->x,=-2

o

I. —-10x?—-7x+12=0
II. -6x+7x+5=0
III.18x%* + 17x — 15 =0
IV. 6x%> + 23x + 20 =0

262 -



UNIDAD AN

4.Determina las soluciones de las si-
guientes ecuaciones cuadraticas utili-
zando factorizacion.

a.3x? - 27=0
b.4x? — 121 =0
c.x? — 8x = —-12
d.100 - 25x% = 19
e.x? —5x+6=0
f.x?—14x +49 =0
g.x>+4x —60=0
h.x(x —3) =4

i. x> —8Xx+3=x-75

j. 5x% — 13x = 3x
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éQueé criterios utilizaste para determi-
nar qué producto notable utilizar en cada
caso? Comenta con tu curso.

5.Plantea la ecuacion cuadratica para
cada situacion y resueélvela. Luego,
comprueba tus resultados e indica la
pertinencia de sus soluciones.

a. El ancho de un cuadro de pintura es 3
metros menos que su largo y su area
es 18 m?. éCuéles son las dimensio-
nes del cuadro?

b.Dos numeros sumados dan como re-
sultado 10, pero al multiplicarlos se
obtiene -24. {Cuales son dichos nu-
meros?
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c. Rayen construira su casa en un terre-
no rectangular de 96 m?. Para con-
cederle un permiso de construccion le
solicitan las dimensiones del terreno.
Si el ancho del terreno es seis veces
su largo, écuales son las medidas?

d.Mauricio sabe que las soluciones de
una ecuacion cuadratica son x, = 5y
X, = —1. éCual puede ser la ecuacion
cuadratica?

¢Es Unica la ecuacion anterior? éPor
que?
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» Para concluir

a. Describe el proceso general utilizado
para resolver una ecuacion de segun-
do grado con factorizacion. éQué as-
pectos debes considerar para que la
ecuacion se pueda factorizar?

b. Considera la ecuacion.
X2 + kx — 5 =0.

éQue valor debe tener k para que,
al factorizar, uno de los factores sea
(x = 5)?
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(- )

Resolucion de una ecuacion de
segundo grado por completacion
de cuadrados

. J

¢Qué es un binomio?

¢Como factorizas un cuadrado de bi-
nomio?

Objetivo: Resolver ecuaciones cuadra-
ticas mediante completacion de cuadra-
dos.

1.Determina en cada caso el valor de k
para que la expresion algebraica sea un
cuadrado de binomio perfecto.

a.x% + 14x + k

b.x? — 12x + k
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C. x> — 3x + k
d.x? — 16x + k
¢Es posible utilizar la misma estrategia

para determinar el valor de k en |la expre-
sidén algebraica ax? + bx + k? éPor qué?

2.Analiza el siguiente procedimiento. Lue-
go, realiza las actividades.

¢Cuales son las dimensiones de un rec-

tdngulo de drea 12 cm? si uno de sus la-
dos mide 4 cmm mas que el otro?
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Planteamos:
X+4cm

X cm 12 cm?

Dividimos la figura:

xXcm 4 cm

xcm | x2cm? Ax'cm2 |x cm
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El rectangulo se vuelve a dividir en 4 rec-
tangulos de lados 1 cm y x cm:

1cm 1cm 1cm 1cm

X Cm X Cm X cm X cm

Luego, los acomodamos alrededor del
cuadrado de lado x formando la figura:

. .}lcm

(x +2) cm 4 NG

l... .

Finalmente, para completar el area del
cuadrado de lado (x + 2) cm debemos
agregar 4 cuadrados de lado 1 cm a la
figura original.
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Algebraicamente tenemos:
12+4=(X+2)2>16 = (x + 2)?

a. ¢ Es posible resolver la ecuacion plan-
teada mediante el método de factori-
zacion?

b.Describe paso a paso el procedimien-
to anterior con tus palabras.

c. Desarrolla la expresion final. éEs equi-
valente a la ecuacion planteada origi-
nalmente?

d. Utilizando la ultima expresidon, deter-
mina los valores de x. Luego, respon-
de: écuanto miden los lados del rec-
tangulo?
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3. Para resolver la ecuacion

x?2 —10x + 21 = 0, Carolina realiza lo si-

guiente:

Paso 1: x? — 10x = -21
Paso 2: x?2 — 10x + 25 = =21 + 25
Paso 3: (x — 5)2 =4

Paso 4: (x —5)2-2°=0
(x—-5)-2)-((x—-5)+2)=0
(x—-5)-2=0 o (x-5)+2=0
X—5=2 0 x—-5=-2
X, =7 0 X,=3
a.iPor qué en el paso 2 Carolina sumo
25 a ambos lados de la ecuacion? écual

fue el proposito?
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b. Podria haber resuelto la ecuacion uti-
lizando la factorizacion? Explica.

c. ¢Que producto notable esta involucra-
do en la resolucion? éCual es su utili-
dad?

Un meétodo para resolver ecuaciones de
segundo grado es utilizar la completa-
cion de cuadrados. Para ello, sigue es-
tos pasos:

Paso 1: Despejar el téermino libre de la
ecuacion.

5x2 —3x —2=0—-5x2—-3x=2

Paso 2: Despeja el término cuadr?tico del
coeficiente a. 5x* —3x =2 /- =



Paso 3: Completar el cuadrado de bino-
mio sumando a ambos lados el cuadrado
de la mitad del coeficiente de x para lue-
go factorizarlo.

3 2 9
2 _ 2, _ %4 7
EX =t /Se suma 100 para formar
3 2
(X‘lo)
3 9 2 9 .
2 _ 2 92 _z,. 2 _
X 5x+1 0 5+100 / Factorizando:
X_iz_ 49
10/ 10
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Paso 4: Encontrar las soluciones de la
ecuacion mediante la factorizacion con-
siderando el cuadrado de binomio como
uno de los términos.

a? — b2 = (a + b)(a — b), considerando
el cuadrado de binomio como uno de los
términos.

3 7 _ 3,7 _
_3_7 o ,_3__7
10 10 10 10

2
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¢Qué otro procedimiento puedes utilizar
en reemplazo de los pasos 3 y 4?

4.Determina las soluciones de las siguien-
tes ecuaciones mediante la completa-
cion de cuadrados:

a.3x2+3x—-6=0

b.4x? + x = 3

I
o

C.4x — 4x° + 3
d.9x? — 6x =0
e.12x? -5+ 4x =0
f. x> —10x — 65 =0
g.6x°> — 3 =16x + 5
h.(2x> +5) — (3x+2) =6
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5.Algunas ecuaciones, como
x> — 4x + 5 = 0, no pueden ser facto-
rizadas luego de formar el cuadrado de
binomio. Desarrolla la expresion y ex-
plica a qué se debe.

6.Plantea la ecuacion correspondiente a
cada figura. Luego, determina el valor
de x mediante el método de completa-
cion de cuadrados.

a) (x + 6) cm

2X cm 54 cm?
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b)

(2x - 10)cm

| (x = 16)cm

(x + 3) cm

Xam

N>

cm

58
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d) ) — (22X +9)cm ——

2X+2)cm

3x cm 30 cm?

(3 - x)cm |4 cm?
T
2X cm
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f)

(x+1)cm

(7 = x2)cm?
x—-1)cm

3x - 1)cm

» Para concluir

a.:Que metodo te parece mas util para
resolver las ecuaciones de segundo
grado? éPor qué? Comparte tu res-
puesta con tu curso.

b. Es posible resolver todas las ecuacio-
nes con este método?
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Resolucion de una ecuacion de
segundo grado por formula
general

. J
¢Se puede aplicar el método de com-
pletacion de cuadrado a cualquier
ecuacion de segundo grado? ¢Por
queé?

¢Qué caracteristicas crees que tie-
nen las ecuaciones sin solucion en
reales?

Objetivo: Resolver ecuaciones cuadra-
ticas mediante formula general.

1.Analiza los siguientes pasos para resol-
ver la ecuacion cuadratica
ax? +bx+c=0
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ax2+bx+c=0/-%

b C b C
X4+ X+-=0 — X°+2-X=—_
a a 23 a

b b2 [b\2
X*+ 2% + (Za)_(Za) a

b \2 _ b2 — 4ac
2] =P

2 _
x+=:I:'\/b 4ac

b b? — 4ac
= — 4
. 2a \/ 432
—b+V b2 -4ac
23

X =

a. A qué estrategia de resolucion co-
rresponden los pasos anteriores?
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b..Qué operaciones se realizaron para
llegar a la formula final?

c.{Por qué se agrega el signho
+ 5 \/bz — 4ac 5
432

d.{Cuales son las soluciones X, Y X, ob-
tenidas de la formula?

2.Identifica los coeficientes de las ecua-
ciones y resuelve utilizando la formula
anterior. Guiate por el ejemplo:

Ejemplo: 3x? — 5x + 1 = 0 Identifica-
mos los coeficientes de la ecuacion: a =
3, b=-5yc=1
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Reemplazamos los valores:

-~ (-5 %V (-52-4-3-1 =
2+3

5+ V25 -12 _ 5+ V13
6 6

Se obtienen las soluciones:

« =5+ V13 « = 5—V13
1 6 2 6

a.12x? +3x - 5=0
b.6x? +3x —-1=0
C.12x — 5 = —4x?
d.14x? -8=0

e.a’? +48a + 576 =0
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f.6b° —4b-2=0
g.x’ + 6x = 27

h.1 + 9x% = 6X

i. 10x* + 31x - 14 =0
j. 9 = 7x% — 2x

En toda ecuacidon cuadratica

ax? + bx + ¢ =0 con a # 0, es posible
obtener sus soluciones mediante la for-
mula general:

— b+ Vb? — 4ac
2a
—>x1=—b+\/b2—4ac

2a
X2=—b—\/b2—4ac
2a
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3.Resuelve la ecuacion
x> + 7x + 12 = 0 utilizando factoriza-
cion, completacion de cuadrados y for-
mula general. Luego, realiza las activi-
dades.

a. Compara los resultados obtenidos por
cada metodo. {Qué puedes concluir
sobre ellos?

b.:Cual de los métodos te resultd mas
facil de utilizar en este caso? ¢Por que?

4.Considera las ecuaciones cuadraticas:

., 1
Ecuacion 1: Zx 54 a

Ecuacidon 2: x?% — gx -1

I
o
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a.Resuélvelas mediante la formula ge-
neral.

b..CoOmo son las soluciones de ambas
ecuaciones? ¢A qué se debe? Explica
con tus palabras.

c. Crea otra ecuacion equivalente y re-
suélvela.

5.Aplica la formula general a las siguien-
tes ecuaciones. Luego, responde.

a.2x2 —-5x—-3=0
b.5x° — 10x + 5 =0
c.3x2+5x+4=0

d. Queé tipo de soluciones tiene cada una
de las ecuaciones anteriores?
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Recuerda que las soluciones pueden ser:
e Reales iguales
e Reales distintas

e No pertenecen a reales

e. Que parte de la formula general es
la que discrimina los tipos de solucio-
nes?

f. ¢Qué condiciones debe cumplira, by
C para que tengan soluciones reales?

El discriminante (A) de una ecua-
cion cuadratica de formula general
ax’ + bx + ¢ = 0 es:

A = b? — 4ac
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Mediante el valor del discriminante de
una ecuacion cuadratica, es posible de-
terminar la existencia de las soluciones.
Se pueden dar tres casos:

/A > 0: La ecuacion tiene dos soluciones
reales distintas.

/A = 0: La ecuacion tiene dos soluciones
reales iguales.

/A < 0: La ecuacion no tiene solucion en
los reales.

6.Calcula el discriminante y determina el
tipo de solucion de las ecuaciones.

Ejemplo: 3x> = 5x —2 =0

Identificamos los coeficientes de la
ecuacion: a=3,b=-5yc = 2.
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Determinamos el discriminante:

A=(-5)72-4-3-2=25-24=1,
Respondemos: A = 1 y la ecuacion tie-
ne dos soluciones reales distintas.

a.21 +27x2 =0
b.16x% + 16x = —4
C.6x2+ 11x+3 =0

d.3x —4x2 -5=0

62 X
f.x2+3x—-10=0

2 1 4.,
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7.Determina el valor de m para que las
siguientes ecuaciones cuadraticas cum-
plan con las condiciones pedidas:

Ecuacion 1: 4x> + 4x + m =0
Ecuacion 2: 2x? + m? = 3mx
Ecuacién 3: 2mx? — 3mx + 7 = 0
N 4 2 m
Ecuacion 4: mx© + (m +1)x + 5 = 0
a.No tenga solucion.
b. Tenga dos soluciones reales e iguales.

C. Tenga dos soluciones reales y distin-
tas.

o1 291



8.Se tiene un trozo de madera de forma
rectangular como el de la imagen. Se
quiere cortar x cm de largo y ancho tal
que la diagonal del rectangulo sea 4 cm
menor.

15 cm

8cm | __-"_' :

a.¢iCual es la ecuacion que modela el
problema?

292 61
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b.En cuantos centimetros se debe cor-
tar el largo y el ancho para obtener
esta medida?

c. ¢En cuanto se reduce el area?

Actividades de profundizacion

9. Analiza la siguiente proposicion. Luego,
realiza las actividades.

Si x, Y X, son raices de la ecuacion de
segundo grado ax® + bx + ¢ = 0, se
cumplen las propiedades:

+ _ —b _ . C
Xl XZ — a Xl XZ — a

a. Selecciona o crea dos ecuaciones (con

solucién en reales) y comprueba las

propiedades anteriores.
61 293



— b + Vb2 — 4ac

b.Utilizando que x,= 5
a

= — b - Vb? — 4ac
Y % 2a

demuestra

las propiedades anteriores.

c. Crea una ecuacion en que la suma sea
0 y el producto de sus raices sea -1.

En parejas, comparen el resultado de
la actividad anterior. ¢Utilizaron la mis-
ma estrategia para crear la ecuacion?
¢{Crearon la misma ecuacion?

» Para concluir

a.Como podrias determinar el método
mas conveniente para resolver cada
caso?

294 61
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b. Qué caracteristica debe tener el dis-
criminante para que las soluciones
sean numeros racionales? éY para que
sean irracionales?

(- )

Antes de continuar: Evaluacion
intermedia

. J

Papel, flechas y ecuaciones cuadrati-
cas

A continuacion, construiras un material
para identificar los distintos tipos de ecua-
ciones cuadraticas (en funcion del valor
de sus coeficientes) y su resolucion.
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Materiales:
e Cartulina o papel lustre de colores.
e Plumones.
e Lapices de colores.
e Tijeras.

e Pegamento.
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Paso 1: corta un trozo de cartulina con
el diseno 1, respetando las proporciones
de la cuadricula en cada cuadrado vy rec-
tangulo. Asegurate de cortar también las
lineas para crear pestanas.

©

— -
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Paso 2: Cuidando siempre de utilizar el
mismo codigo de colores, dibuja por el
frente de la pieza el diseno 2.

2b=0  i3)c=0
X=t = : X=Ob
—=\"a |
@ e
< s |
<
ax? + DX + C =0
- A —>
1) ec. completa 4) bc=0
_-biVb2—4aci =g
- 2a !
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Paso 3: Da vuelta la pieza hacia abajo,
de modo que la cara "= 0" siga a la dere-
cha. Luego, dibuja por el revées de la pie-
za el diseno 3.

[ ] LJ

©,

bx + <—

- 299



Paso 4: Ahora, dobla las pestanas conve-
nientemente para mostrar cada caso (1,
2, 3 0 4). Guiate por las siguientes foto-
grafias:

IC=0
X=0

-
0 X+ ()

- {1

300 62
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Utilizando el material, guiate para iden-
tificar y resolver las siguientes ecuaciones
cuadraticas:

a.x2—-1=0
b.x2 —=2x+1=0
c.3x2 —12x =0

d.20 — 2x2 + 3x =0

f. 8x2 — 3x =0

» Reflexiono

a.ldentifica los problemas que podrias
tener al construir este material.

62 301



b.{Crees que este material te permitira
trabajar mejor las ecuaciones?

(- )

Leccion 6: Funciones de segundo
grado

\. J

Funcion cuadratica

¢Qué es una funcion? ¢Qué la diferen-
cia de una ecuacion? Explica con tus
palabras.

é¢Qué es una funcion lineal? ¢y una
funcion afin?

Objetivo: Identificar la funcion cuadrati-
ca y sus componentes.
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1.Analiza la siguiente situacion y respon-
de: Se quiere pintar un cuadro cuyos
lados estan en la razon 4:3. El area to-
tal incluyendo el borde del marco esta
dado por:

Total vertical:

1em 3X + 2
4‘; Total horizontal:
4x + 1,5
> 3|
0,75 cm 1cm  075cm

Area total: A, = (3x + 2) (4x + 1,5)

25
_ 2
At— 12X +7x+3

63 303



a. Completa la siguiente tabla en tu cua-
derno:

Largo Ancho Area

b.Si el drea total es de 27,5 cm?, écua-
les seran las medidas de los lados de
la vineta?

c. El precio fijado es $1.000 por cm? de
ilustracion. ¢Qué cambios es necesa-
rio realizar en la formula?

304 -
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d.{Como describirias el crecimiento del
area a medida que aumenta el valor
de x? ¢Y el del precio por ilustracion?

Se llama funcion cuadratica o de se-
gundo grado a las funciones de la forma:

f(x) = ax® + bx + c,
cona, byceRya=+0.

Donde a, b y ¢ corresponden a los coefi-
cientes de la funcion. El dominio de la va-
riable x de la funcion es R, mientras que
su recorrido es un subconjunto de R.

Por ejemplo: g(x) = 2x% + 2x + 0,5 tiene
dominio IR y recorrido los reales mayores
o iguales a 0.
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2.Identifica si las expresiones correspon-
den a funciones cuadraticas. Justifica.

a.f(x) = 3x — 2
b.g(x) = 2x3 — 4

c. h(x) = (5x — 2)(=3)
d.i(x) = (2x + 3)(x + 1)
e.j(x) = (x + 2)(3x — 1)

f. k(t) = 12VE - 1

306 o
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3.Considera las funciones y sus coeficien-
tes para completar la siguiente tabla en
tu cuaderno.

Funcion a b C

f(x) = 2x% +3x — 1

t(x) = (4x—1)(2x + 3)

64 307



4.En cada una de las funciones, calcula

Iaimagenparax=1,x=% , X =0y

X = —1.
Recuerda que:
e preimagen: valor de x.

e imagen: valor de .
a.f(x) = 12x> — 3x — 1
b.g(x) = x> = 5x + 1
c.a(x) =4x?-6x +1

d.h(x ) = (7x — 2) (9 — 3x)

308 64
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Actividades de profundizacion

5.Analiza la siguiente situacion y respon-
de.

Se quiere construir una canaleta con
una lamina de aluminio de 25 centime-
tros de ancho. Para ello, se la doblara h
cm en ambos lados, como se muestra
en la imagen.

hcm<

> 25

h cm<

64 309



)
cm QQQZZééé_icm

Seccidn transversal

a.¢iCual es la expresion para el area de
la seccion transversal de dicha cana-
leta en funcion de su altura h?

b.{Qué valores puede tomar h para que
el area de la seccion transversal sea
75 cm??

c. (Entre qué intervalo de valores se en-
cuentra h? Discute con tu curso.
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» Para concluir

a. Explica con tus palabras: éQué rela-
cion existe entre funcion y ecuacion
cuadraticas?

b./.Cual es la importancia de corroborar
los resultados al resolver una ecuacion
de segundo grado?

Representacion de una funcion
cuadratica

é¢Cuales son las variables depen-
dientes e independientes de una fun-
cion?

¢Qué pasos realizas para graficar
una funcion lineal?
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Objetivo: Representar la funcion cuadra-
tica en el plano cartesiano.

1.Analiza el siguiente contexto. Luego,
realiza las actividades.

Fernanda y Rodrigo practican con su
patineta en |la rampa de un parque. Sus
velocidades (en m/s) en funcion del
tiempo s (medido en segundos) se re-
presentan por las funciones:

ve(t) = =t + 4t

Vo(t) = =t + 3t

312 65
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a. Completa las tablas de datos para cada
funcion.

- 313



b. Grafica los datos de las tablas ante-
riores en un plano cartesiano. Ubica la
variable tiempo (segundos) en el eje
X vy la variable velocidad (v) en el eje
Y.

c.Para qué valores de t se cumple
v(t) = 0? écomo lo interpretarias se-
gun el contexto del problema?

d..Qué forma tienen las graficas ante-
riores? ¢Como trazarias el resto de la
funcion?

e.Segun la grafica anterior, écual es la
mayor velocidad que alcanza cada
uno? ¢Tiene alguna relacion con los
parametros de cada ecuacion?
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Para comprobar.
gbit.cl/T21M2MPO65A

\. J

2.Construye una tabla de datos para cada
funcion. Identifica 5 puntos (x, y) de
cada una y luego graficalos en tu cua-
derno.

a.f(x) = —x*+ 1para0 < x < 5.
b.g(x) = x* + 2x para -3 < x < 3.

c. h(x) = —=2x% + 3x — 2 para
-2 < X £ 4.

d.i(x) = —4x? + 4x — 2 para
-5 < x < 5.

e.j(x) = 5x% + 10x — 15 para
-5 < x < 5.

- 315



f. k(x) = =3x% + 6x + 9 para
-5 < x < 5.

g.Une los puntos y responde ¢"se abren”
hacia arriba o hacia abajo las curvas?
éQué relacion existe entre lo anterior
y el coeficiente a de cada funcion?

h. Cual es el dominio y recorrido de cada
funcion?

El grafico de una funcion cuadratica se
representa mediante una parabola. Esta
curva cumple con lo siguiente:

e Tiene un vértice, que corresponde a
su punto mas alto o mas bajo.

e Es simétrica respecto del eje Y 0 a una
recta paralela a esta, llamada eje de

simetria.
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Su concavidad esta determinada por el
coeficiente a de la funcion.

e Sia > 0, la grafica es concava hacia
arriba o convexa.

e Sia < 0, la grafica es concava hacia
abajo.

Eje de simetria

Veértice: punto
mas bajo

317

66



Vértice: punto__s, 4
mds alto '

Eje de simetria
Por ejemplo:
f(x) = x° + 4x + 1

Identificamos el vértice (-2, —3) y el
valordea = 1. Codmo a > 0, la funcion es
concava hacia arriba y el vértice corres-
ponde al punto mas bajo.

¢Fue acertada tu deduccidon en la activi-
dad g? ¢Qué debes corregir?

318 -



UNIDAD AN

3.Analiza las siguientes graficas:

I. f(x) = x? + 2x
Y

- 319



II. g(x) = x° +4x + 4

320 -
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III. h(x) = x> —2x+2




322

. Construye una tabla para cada una de

las funciones. Identifica al menos 4
puntos que pertenezcan a la funcion.

.¢En qué puntos intersecan el eje X?,

ly el eje Y?

. Reemplaza en las ecuaciones el valor

X = 0 y obtén los puntos (0, f(0)), (O,
g(0)) y (0, h(0)). ¢A qué correspon-
den graficamente?

.Obtén los discriminantes de las ecua-

ciones f(x) = 0, g(x) = 0y h(x) = 0.
¢CoOmo se relacionan sus discriminan-
tes con la cantidad de puntos en que
las funciones intersecan el eje X?

66
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El grafico de una funcion cuadratica de
la forma f(x) = ax? + bx + ¢ siempre
interseca el eje Y en el punto (0, c).

Ademas, al asociar una ecuacion de se-
gundo grado a una funcion cuadratica,
las soluciones corresponden a los puntos
en que la grafica de la funcion interseca
el eje X. Esto, dependiendo del valor del
discriminante (A). Estas soluciones tam-
bién se conocen como “raices” o “ceros”
de la funcion. Se observan tres casos al
respecto:

e A>0=x,Xx, ERyx, #X,, elgra-
fico de la funcion interseca el eje X en
los puntos (x,, 0) y (x,, 0).

- 323



e A =0=x,Xx,€ERyx, =x,, elgrafi-
co de la funcion interseca el eje X en
(x4, 0).

e A<0=x,X, Ry el grafico de la
funcion no interseca el eje X.

¢Fue acertada tu reflexion en las activi-
dades c y d? éQué debes corregir?

Fisica
4.l a altura de una pelota que encesta en

el aro de basquetbol es modelada por
la ecuacion:

h(t) = —10t? + 10t + 1,5; donde t es el
tiempo.

a. Construye una tabla de valores y gra-
fica los datos en un plano cartesiano.

324 .
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Puedes ayudarte ingresando la funcion
en GeoGebra u otro software.

b./Cual fue la mayor altura que alcanzo
la pelota?

c. ¢En qué punto(s) interseca(n) la fun-
cion en el eje X? iy en el eje Y?

d.:iCua
tice C

e.:Cua

es son las coordenadas del veéer-
e la parabola?

es el dominio y recorrido de la

funcion?

f. éQue
para

ecuacion es necesario resolver
determinar el momento en el

que la pelota alcanza la altura del aro?
plantéala y resuelve.

g./ Cual de los dos resultados es ade-
cuado para el contexto? éPor que?

. 325



Las coordenada x del vértice V de una
parabola cuya funcion es

f(x) = ax® + bx + c corresponde a las

_Rh2

coordenadas V(—b, 4ac — b . De ma-
23 4a

b

nera abreviada: V(h, k), donde h = >3

y f(—zba). Su eje de simetria es la recta

b
X = —.
a

326 -
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5.Identifica el tipo de concavidad, veérti-
ce, eje de simetria e interseccion con
los ejes. Luego, deduce y bosqueja su
grafica utilizando la informacion obte-
nida.

a.f(x) = x°

b.g(x) = —x* + 9

c. h(x) = 6x° — 4x — 8
d.p(x) = —=(x + 1) + 2
e.g(x) = =2x> = 5x — 3

3) _ 40
2

f.r(x)=—(x+ S

68 327



Actividades de profundizacion

6.Analiza la siguiente informacion.
La parabola divide el plano en tres
secciones, tal como |lo muestra Ia
Imagen.

y > f(x)

/@)

y < f(x)

@

( )
1: Los puntos (X, y) en la curva cumplen
que su coordenada en y es igual que

f(x).
328 -
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[ 2: Los puntos (X, y) por sobre la curva
cumplen que su coordenada en y es
mayor que f(x).

y > f(x)

3: Los puntos (x, y) debajo la curva
cumplen que su coordenada en y es
menor que f(x).

. J

Por ejemplo, si reemplazamos la coor-
denada x del punto (3, -3) en f(x) = =2
(x — 2)?, obtenemos que f(3) = -2, es
decir, mayor que -3. Por lo tanto, (3, -3)
se encuentra bajo la curva.

Identifica donde se encuentran los si-
guientes puntos con respecto a la funcion
f(x) = 2x% + X — 5:

- 329



a.
b.
C.

d.

(-1, -6)
(0, -5)
(=2, 1)
(1, 5)

» Para concluir

b.

330

Considerando la funcidon f(x)=x2+X,
ique representan graficamente las
soluciones de la ecuacién 0 = x% + x?
Y las soluciones de 2 = x? + x?

¢{Queé caracteristicas de la parabola te
resulta mas dificil deducir de la for-
mula de una fraccion cuadratica? éQué
puedes hacer para mejorar?
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Variacion de parametros de una
funcion cuadratica

éCuales son las coordenadas del
veértice de una funcion cuadratica?

¢Como completarias el cuadrado de
binomio de la expresiéon a x> + bx?
Objetivo: Reconocer la forma candnica
de una funcion cuadratica y la variacion
de parametros.

4 )

Para comprobar.
gbit.cl/T21M2MP0O69A

\. J

1.Sigue los pasos para realizar la siguien-
te actividad en parejas. Puedes utilizar
el recurso en el vinculo.

6o 331



Paso 1: En GeoGebra, escribe |la
expresién “ax? + bx + c” y presiona
enter.

Paso 2: Presiona los tres puntos del
costado y en el menuU desplegable
selecciona en “puntos especiales”.

Paso 3: Presiona el boton "animar" en
el deslizador a y responde.

a=1 :
—5—0—5@
b=1 :
—5—0_5@

O

c=1 :
-5 ———@—5 (»

f(x) = ax? + bx + ¢
- 1x%2 + 1x +1

332 o
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a.En parejas, describan el movimiento
y comenten: ¢Como se modifica grafi-
camente la funcion? ¢Se modifican las
coordenadas del vértice de la parabo-
la? Explica.

b.En parejas, planteen una conclusion
respecto de como se modifica la pa-
rabola cuando 0 < |a] < 1 y cuando
1 < |al.

Paso 4: Dejando fijo el valorde aen 1,
anima el deslizador b y responde.

C. En parejas describan el movimiento y
comenten: ¢Como se modifica grafi-
camente la funcidn? ¢Se modifican las
coordenadas del vértice de la parabo-
la? Explica.

6o 333



d.

En parejas, planteen una conclusion
respecto de como se modifica la pa-
rabola al variar el parametro b. éQué
ocurre cuando b = 0? ¢Es facil de des-
cribir?

Paso 5: Dejando fijo el valorde b en 1,
anima el deslizador c y responde.

e.

f.

334

En parejas, describan el movimiento
y comenten: ¢Como se modifica grafi-
camente la funcion? ¢Se modifican las
coordenadas del vértice de la parabo-
la? Explica.

En parejas, planteen una conclusion
respecto de como se modifica la para-
bola al variar el parametro c.

69
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Paso 6: Modifica el valor de c = 0. Lue-
go, selecciona el vertice, activa el ras-
tro y vuelve a animar el deslizador del
coeficiente b.

g..Como es el movimiento del veértice al
variar el parametro b? ¢Qué dificulta-
des tiene su analisis? Explica con tus
palabras.

Recuerda que las coordenadas del vér-

4ac — b?

tice son —3
' 43

23

2.Un estudiante compara las funciones
f(x) = 8x?y g(x) = —8 x? y concluye
que las ramas de la parabola de f(x)
estan mas cerca del eje Y que las de
g(x). Esto, dado que su coeficiente en
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el téermino cuadratico es mayor. ¢CoOmo
fundamentarias que su conclusion es
erronea?

3.Grafica en tu cuaderno o utilizando un
software en un mismo plano las siguien-
tes funciones cuadraticas. Grafica como
referencia f(x) = x? dentro del plano.

iUtiliza colores para diferenciarilas!
a.g(x) = x*> -5

b.h(x) = X% + 3

c.i(x) = x% -1

d.p(x) = (x + 3)?

e.n(x) = (x — 5)°

f. m(x) = (x — 1)?
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g..En qué casos la grafica se desplaza
hacia arriba y en que casos lo hace
hacia abajo? ¢A qué se debe?

h..En qué casos la grafica se despla-
za hacia la izquierda y en qué casos
lo hace hacia la derecha? ¢éA qué se
debe?

i. Respondan en parejas: ¢En qué mag-
nitud se desplaza el vértice de la pa-
rabola w(x) = (x — 2)? + 3 en cada
eje? ¢En qué direcciones?

Para analizar la grafica de la funcion
cuadratica f(x) = ax? + bx + g,
transformaremos la ecuacion en su forma
candnica f(x) = a (x — h)? + k.
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e Si0 < |al < 1, la grafica se dilata. Si
1 < |al|, la grafica se contrae.

338 20
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e El movimiento en el eje X esta asocia-
do al parametro h. Si h > 0, la gra-
fica se mueve hacia la derecha en h
unidades. Para el caso h < 0, la grafi-
ca se mueve hacia la izquierda en |h]
unidades.

20 339



e El movimiento en el eje Y esta asocia-
do al parametro k. Si k > 0, la grafica
se mueve hacia arriba en k unidades.
Si k < 0, la grafica se mueve hacia
abajo en |k| unidades.

. 23\\ . :1;F ’
95

¢Fueron tus conclusiones acertadas? ¢éEn
qué te beneficid realizar las conclusiones
de la actividad 2 en parejas? ¢Por que?

>

S(x) = %xz -3

340 70
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4.Transforma a su forma canonica las si-
guientes ecuaciones cuadraticas e iden-
tifica su veértice. Guiate por el ejemplo.

Ejemplo:

f(x) = 2x% + 4x — 3
Factorizamos a de ax? + bx:
f(x) = 2(x? + 2x) - 3

Completamos el cuadrado de x? + %x
para factorizar:

f(x) =2(x*+2x+1-1) -3

- f(x) = 2((x* + 2x + 1) = 1) = 3

f(x)=2(x+1)2 -2 — 3
- f(x)=2(x+1)*-5

El vértice es (-1, -5)

- 341



a.g(x) =x>+4x -1
b.h(x) = x* — 6x — 2
C.i(X) = X% + 4x

d.i(x) = 2x% + 8x + 1
e.j(x) = 4x? + 4x + 4

f. j(x) = V2 - x? =2x

342 5
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5.0bserva las graficas de las funciones y
determina los valores de h y k.

a.f(x) = (x + h)2 + 3

b.g(x) = (x — 1)2 + k

c. h(x) = —%xz + K

21 343



d.i(x) = (x — h)?
e.j(x) = —-(x -3)?+k
f. e(x) = —(X — h)2 + k

6.Las siguientes funciones corresponden
a traslaciones de la funcion f(x) = 4x?.

ul

6 5 4\ 3 |2 1|0
P&

\

344 21
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a. Escribe cada funcion en su forma ca-
nonica.

b. Transforma las funciones a su forma
general.

» Para concluir

a..En qué casos utilizarias la forma
f(x)=a(x - h)?2 + k en vez de

f(x) = ax? + bx + c? éPor qué?

b./ Cuales fueron las ventajas de usar
softwares o recursos digitales para
analizar funciones?
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Aplicaciones de la funcion
cuadratica

¢Para qué sirve modelar una situa-
cion mediante una funcion?

¢Qué situaciones has modelado me-
diante la funcion cuadratica a lo lar-
go de la leccion? Nombra 3.

Objetivo: Modelar situaciones de cambio
cuadratico de la vida cotidiana y las cien-
cias por medio de funciones cuadraticas.

Muchas situaciones cotidianas se pue-
den modelar mediante una funcidén cua-
dratica. Por ejemplo, la altura de un cuerpo
que cae respecto del tiempo, la ganancia
obtenida segun la cantidad de articulos
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vendidos, entre otras. Para modelar situa-
ciones, considera los siguientes aspectos:

e Identificar lo que se pide responder.

e Identificar los datos que entrega la si-
tuacion.

e Establecer estrategias o procedimien-
tos para resolver el problema.

e Evaluarla pertinencia de los resultados
obtenidos e interpretarlos de acuerdo
con el contexto de la situacion.

Una estrategia para resolver este tipo de
situaciones es la de representar grafica-
mente el problema y analizar los puntos
de la parabola. Por ejemplo: el vértice, la
interseccion con el eje X o el valor maxi-
mo o minimo de la funcion.
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1.Analiza los siguientes procedimientos.
Luego, realiza las actividades.

Se sabe que la demanda por el libro, es
decir la cantidad de productos que se-
ran vendidos, variara al aumentar su
precio de venta, es decir la oferta, se-
gun la funcion:

G(v) = ;—é (v — 23)2 + 80

Donde G(v) corresponde a la ganancia
en miles de dolares por los libros pro-
ducidos y v al precio de venta en dola-
res.
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‘ 1 | | | | b

0 ¢ 10 20 30 40 50 60 70 80 90

a. Qué puedes interpretar a partir de la
grafica?

b. Analiza el siguiente procedimiento y
responde.

¢Cuanto sera la ganancia si se vende

a 1 dolar?
- 349



C.

350

G(1) = ;—é 1 - 23)? + 80 Reemplaza-

mos 1 en la expresion de la funcidn

G(1) = ;—3(—22)2 + 80 = — 384 | gp

50
= 70,32

¢Como se interpreta el resultado an-
terior?

Analiza el siguiente procedimiento y
responde.

¢Cual debe ser el precio de los libros
para que la ganancia sea maxima? A
partir de la forma canodnica, obtene-
mos las coordenadas:

G(x) = ;—é(x — 23)2 + 80 El vértice de
la parabola es (23, 80)
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Interpreta el resultado anterior.

d.iCual es el valor del libro para que no
exista ganancia?

¢De qué otra forma puedes obtener
las coordenadas del véertice?

2.Analiza la siguiente informacion. Lue-
go, realiza las actividades.

Cuando un objeto se lanza verticalmen-
te hacia arriba, la altura h en funcion
del tiempo t esta dada por la expresion

hay=1%¢1+%t+hv

En ella, h, es la altura inicial, v, la
velocidad inicial, t el tiempo transcu-
rrido y g la aceleracion de gravedad
(g = 10 m/s?).
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Si

se lanza una pelota desde el suelo con

una velocidad inicial de 20 m/s:

a..En qué instante alcanza la altura

maxima?

b./Cual es la altura maxima que alcan-

Za?

c. (Cuanto tiempo se demora la pelota

en regresar al suelo?

3. Las siguientes funciones modelan la al-
tura (en metros) de los lanzamientos de

C
C

C

352

0os basquetbolistas. Esto, en términos
el tiempo transcurrido (en segundos)
esde el lanzamiento.

a(t) = %(t —2)2 + 3
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b(t) = —%(t —1)2 + 3

.¢Desde qué altura lanzan la pelota los
basquetbolistas? Interpreta y discute
con tu curso.

.¢Cual es la altura maxima que alcan-
zan ambos lanzamientos? ¢En cudnto
tiempo?

. ¢En cuantos segundos los balones to-
can el suelo?

.Si el balon atraviesa la red a los

%m de altura écuantos segundos de-

bio esperar cada jugador para ences-
tar?
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4.lLaura tiene 60 m de malla que utilizara
en su totalidad para construir un corral
rectangular.

30 — x

Corral

a.iQué funcion determina el area del
corral?

b..Cual es el dominio y el recorrido de la
funcion? Toma en cuenta el contexto.

C. ¢Cual es el area maxima del corral?
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5.Analiza la siguiente informacion. Lue-
go, realiza las actividades.

Las funciones modelan la altura (en cm)
de tres chorros de agua en funcion de
la distancia horizontal respecto al pun-
to de lanzamiento (en cm).

__ 1.5
fo(X) = _TX + 2X
_ 1, 64
f,(X) = 5&X + 33X
f(X) = ——x2 + 2x
1 44
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a.¢Cual es la altura maxima que alcanza
cada uno? ¢A qué distancia horizontal
del origen las alcanzan?

b./Cuanta distancia cubre cada chorro
de agua?

6.La ganancia mensual, en miles de pe-
sos, de una mediana empresa que rea-
liza instalaciones eléctricas depende de
varios factores. Se modelada por la fun-

cién G(x) = -x? + 240x - 8000, donde
X representa |la cantidad de sistemas
instalados.

a. Elabora el grafico de G(x).

b.{Cual es la maxima ganancia mensual
posible?
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c. ¢Como se interpretan los valores 0 y
negativos de la funcion G(x)?

7.La funcidon cuadratica que modela
la altura en metros de un delfin fue-
ra del agua luego de x segundos es

f(x) = —5x? + 20x. ¢Cudnto tiempo estd
el delfin fuera del agua?

» Para concluir

a. Para modelar fendmenos asociados a
funciones cuadraticas, équé caracte-
risticas de estas es necesario estudiar?

b..En qué otras areas puedes aplicar la
funcion cuadratica para resolver pro-
blemas? Comparte tu respuesta con
tu curso.
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Antes de continuar: Evaluacion
intermedia

Cuadrado magico

Un cuadrado magico es una tabla en que
la se dispone una serie de numeros, La
particularidad de estos numeros es que
su suma en columnas, filas y diagonales
es siempre la misma. Dicho numero es
llamado el "nimero magico del cuadra-
do".

En parejas, realizaran la siguiente activi-
dad que consiste en resolver un cuadrado
magico de 4 x 4.

Para resolver el cuadrado magico, debe-
ran trabajar con las siguientes funciones.
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4 5 36 32

g(x) = 2x°> — 5x + 8
—2x%2 — 8x +10
A(x) =
(x) 3

i(x) = =x? + 10x — 21
j(x) = 3x%? — 12x + 16
Paso 1: Dibujen en sus cuadernos un

cuadrado de 4 x 4. Rellénenlo segun las
instrucciones que se dan a continuacion.

1 2 3
4

5 6

7 8 9
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1: Menor valor de f(x)

2: Opuesto del menor cero de h(x)

3: Abscisa del mayor cero de f(x)

4: Maximo valor de h(x)

5: Valor de i(3)

6: El valor de 2[g(0) - g(0,5)]

7: Abscisa del veértice de j(x)

8: Abscisa del menor cero de la funcion

9: Preimagen negativa de 31 en j(x)

Paso 2: Calculen el numero magico del
cuadrado.

Paso 3: Completen el cuadrado magico
con los valores que faltan.

a. Comparen su resultado con otra pare-
ja.
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b.En parejas y con ayuda de Internet,
creen un cuadrado magico de 3 x 3.
Luego, intercambienlo con otra pareja
y resuelvan.

» Reflexiono

a.ldentifica los problemas que podrias
tener al construir este material.

b.:{Crees que este material te permitira
trabajar mejor las funciones?

c. {Con qué otro contenido se podrian
utilizar cuadrados magicos como acti-
vidad?

362 e



UNIDAD AN

[ Leccion 7: Funcion inversa ]

Definicion de la funcion inversa

é¢Qué requisitos debe cumplir una
funcion para serlo?

¢Qué es el codominio de una fun-
cion? &Y la preimagen?

Objetivo: Reconocer y representar sim-
bolica y pictoricamente la inversa de una
funcion.

1.Una enfermedad muy contagiosa pue-
de ser aliviada temporalmente por un
farmaco. La efectividad de esta en mi-
nutos esta modelada por la funcion

t(x) = % En ella, x son los mg de do-

sis inyectados tales que 0 < x < 500.
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a.¢Cual es el dominio de la funcion t(x)?
{Qué representa?

b. ¢ Cual es el recorrido de la funcion t(x)?
{Que representa?

C. La siguiente tabla para determinar la
duracion del farmaco para distintas
concentraciones. Complétala en tu

cuaderno.
Gramos (mgq) Tiempo (m)
0,05
15
20
45
61,25
200
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Para llenar la tabla considera la resolucion

de la ecuacion W = 61,25, por ejemplo.

d.Para operar a una de las personas in-
fectadas, se inyecta al paciente con el
farmaco. Por motivos de seguridad, es
indispensable que este tenga una du-
racion de al menos 8 horas. é¢Qué can-
tidad de dosis se debe inyectar para
que el farmaco tenga efecto 8 horas
exactamente?

e. Para el periodo de observacion posto-
peratorio, necesitan que el farmaco
tenga una duracion de 4 horas. ¢Qué
cantidad debera suministrarse para
ello?
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f. Se ha producido escasez del medi-
camento. Entonces, es necesario de-
terminar una funcion que entregue la
cantidad de miligramos necesarios en
funcion de distintos tiempos en minu-
tos. éDe qué forma crees posible obte-
ner esta funcion? Discutan en parejas
y comenten con el curso.

Una funcién f:A — B que cumple con:

e El conjunto B coincide con el conjunto
de llegada de la funcion, o codominio.

e Cada elemento de A se relaciona con
un unico elemento distinto de B.

Posee funcion inversa y se denota por
f1(x),talqueft:B - A.
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Cod (f) = Dom (f -1)

.'C
AmB /

/ < S

f—l

Cod (f 1) = Dom (f)
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La notacidon f! se refiere a la inversa de
la funcion f no al exponente —1 de una
potencia.

2.Considera los diagramas sagitales de
las funciones que aparecen a continua-
cion, ¢éCual(es) de ella(s) tiene(n) fun-
cion inversa? Justifica tus respuestas y
discute con tus companeros.

Ejemplo: Debemos tener presentes los
elementos:
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La correspondencia
entre cada elemento.

Dominio Codominio
(conjunto de partida) (conjunto de
llegada)

Establecemos las relaciones correspon-
dientes a nuevo diagrama sagital, consi-
derando que:
e Dom(f) = Cod(f™1)
e Cod(f) = Dom(f™1)
e La correspondencia entre cada ele-
mento se mantiene.
7 369
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3.Si t(x) es una funcion tal que duplica y
luego le suma una unidad a cada ele-
mento del conjunto

A={1,2,34,5 6, 7, 8)}.

a.Determina una expresion algebraica
para t(x).

b.Determina el recorrido de t(x).

c. Realiza un diagrama sagital para t(x).

. 371



d.Realiza un diagrama sagital para
t=1(x).

e.Determina una expresion algebraica
para t~(x).
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4.Se entrega la descripcion en lengua-
je natural de cada funcion. Determina
la correspondiente descripcion para la
funcion inversa de cada una.

Descripcion de f  Descripcion de 1

Multiplica cada Divide cada
numero por 3 numero en 3

Divide cada
numero por 2

Aumenta cada
numero en una
unidad

Duplica cada
numero y luego le
suma 4 unidades

Agrega 3 unidades
a cada numero
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5.Determina si las siguientes afirmacio-
nes son verdaderas o falsas:

a.Si f(3)=14, se cumple que
f~1(14) = 3.

b.Siempre que g sea la inversa de f, f es
la inversa de g.

C. El dominio de f es el dominio de la in-
versa de f.

d.Si x € Dom(f) vy f(x) = y, entonces
f~1 (y) = x.
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Actividades de profundizacion

6. Analiza el siguiente contexto. Luego,
realiza las actividades.

El funcionamiento de una maquina tér-
mica se basa en la utilizacion de la ener-
gia en forma de calor.

El siguiente esquema representa el fun-
cionamiento de una maquina de Carnot.
Esta es una maquina térmica ideal de
maxima eficiencia. Funciona entre dos
fuentes de calor: una a mayor tempera-
tura (en rojo) y otra a menor temperatu-
ra (en azul).
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Funcion principal f(x) = x + 3

3 Joules de calor se transforman en ener-
gia mecanica.

— -

- "

@10

e

Maquina

El calor se transfiere de X a Y, lo cual ge-
nera energia mecanica.
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Funcién inversa f~! (x)

3 Joules de energia mecanica se utilizan
para producir calor.

N ==

®-r{__ 1@

—

Maquina

Al aplicar energia mecanica a la maqui-
na, se transfiere el calor de Y a X.

a. Construye una tabla de valores de f
para x = {1, 2, 3, 4}.

b.Determina una expresion algebraica
para f~1 (x).
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c. Construye una tabla de valores de f!
parax =4{4,5,6vy 7}.

d..COmo se relacionan ambas tablas de
valores?

» Para concluir
a.¢Cudl es la funcidn inversa de f~1?

b. Explica con tus palabras qué es la fun-
cion inversa de una funcion.
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(- )

Representacion de una funcion
inversa

\. J

¢Qué significa que los puntos (X, y)
pertenezcan a la funcion f(x) = 3x?

é¢De qué formas puedes representar
una funcion?

Objetivo: Representar graficamente la
inversa de una funcion.
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1.Si:-R—->Ryg:R—> R, responde:

filx)=2x+1

~~ N
X Y
-2 > —3
-1 — -1
0 > 1
1 — 3
2 > 5

gx)=0,5x - 0,5
X -~ N Y
-2 »-15
=1 > -1
0 »-0,5
1 > 0
2 » 0,5

a.¢dCuales son el dominio y el recorrido

de cada funcion?

b. Construye para las funciones anterio-
res una tabla con 5 valores de x e .
Anotalos como puntos (X, y).

c. Grafica en tu cuaderno ambas funcio-
nes en un mismo plano cartesiano.
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d.{Que relacion puedes establecer entre
ellas? Discutan en parejas y luego co-
menten con el curso.

¢De cuantas formas distintas representas-
te las funciones en el ejercicio anterior?

2.Analiza la grafica de las funciones
f: R" U{0} —» [1, oo [ Yy su inversa
f-1:[1,0[ > R" U{0}.
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a.dQue relacion existe entre los puntos

Ay C?¢YentreByD?

b..CoOmo se relacionan las reflexiones
de los puntos de f(x) con respecto a la
recta y = x y los puntos pertenecien-

tes a la inversa?

c. Explica utilizando un diagrama sagital
la siguiente afirmacion: “Las coorde-

nadas intercambian sus valores; si
puntos de f(x) son (a, b), entonces

OS
0OS

de la funcidn inversa siempre seran

(b, a) respectivamente”.

{Qué representacion de f te ayudo a
comprender la regularidad anterior?

382
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Reflejar la grafica de una funcion res-
pecto de |la recta y = x permite obtener
la grafica de la funcion inversa. Por este
motivo se dice que la funcion original es
simétrica respecto de y = x, tal como se
muestra en el grafico.
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En término de sus coordenadas, se inter-
cambian sus valores. Si un punto (a, b)
pertenece a f, entonces (b, a) pertenece

-1
af .

3.Considera los siguientes puntos de la
funcion t(x):

(OI _2) (11 _1) (21 2) (31 7)

a.Realiza un diagrama sagital que re-
presente t y t™1.

b./.Cuales son los puntos que pertene-
cen a la funcion t=1?

Para comprobar.
gbit.cl/T21M2MPOS80A

384 a0



UNIDAD AN

4.En tu cuaderno, realiza los siguientes
pasos para determinar la inversa.

Puedes utilizar el recurso web para verifi-
car los pasos.

e Paso 1: Grafica los puntos de la fun-
cion y esboza la curva.

e Paso 2: Grafica la recta y = Xx.

e Paso 3: Refleja los puntos con res-
pecto a la recta y esboza un grafico de
Su inversa.
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5.Evalua si en cada grafico se representa
una funcién f(x) y su inversa f~1(x). En
el caso de que no lo sean, traza la gra-
fica de f~! (x) en tu cuaderno.
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6. Analiza las siguientes afirmaciones. De-
termina si son verdaderas o falsas.

a.La funcion inversa de una funcion f es
simétrica con respecto al eje X.

b.La inversa de la funcion inversa de una
funcion es 1.

C. Sig es lainversa de f, entonces f es la
inversa de g.

d.Todas las funciones inversas son Ssi-
metricas a la funcion original con res-
pecto a la recta de ecuacion y = -x.

e. Todas las funciones inversas son in-
versamente proporcionales a la fun-
cion original.
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7.Analiza las siguientes funciones de do-
minio real y responde.

a. Escribe como pares ordenados los ele-
mentos de cada diagrama de las fun-
ciones cuadraticas.

b."A todos los elementos de X les corres-
ponden elementos distintos del codo-
minio Y". Para que existe la inversa de
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una funcion, ¢debe cumplir con dicha
condicion? Discutan en parejas. Argu-
menten utilizando los pares ordena-
dos.

€. Si se modifica el dominio de fy g a
[0, o[, ¢existen sus inversas? ¢Y si se
modifica a ]—oo, 0[? Explica mediante
pares ordenados.

d. Explica mediante un diagrama sagital
y pares ordenados el siguiente crite-
rio para determinar la existencia de la
Inversa.

“Para que la funcion inversa exista, es
necesario que al trazar cualquier recta
paralela al eje X, esta se interseque en a
lo mas un punto con la funcion".
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Actividades de profundizacion

8.Analiza la grafica de las siguientes fun-

ciones. Argumenta si existen o no sus
Inversas.

a. y A
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» Para concluir

a. En qué representacion de funciones
te es mas facil distinguir si la inversa
de una funcidon existe? éPor que?

b.:.Se puede obtener la grafica de una
funcion a partir de la de su inversa?
Justifica.
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Funcion inversa de la funcion
lineal y afin

¢Qué es una funcion lineal? ¢En qué
se diferencia de una funcion afin?

Objetivo: Determinar la inversa de la
funcion lineal y afin en diversas situacio-
nes.

Ciencias Sociales

1.Analiza el siguiente contexto. Luego,
realiza las actividades.

Se aumenta el precio de un producto
por un 30% y despues se lo rebaja en
el mismo porcentaje.
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a. ¢ Es el precio final el mismo que el ori-
ginal? ¢Como lo comprobarias?

b.Determina una funcion f(x) que per-
mita calcular el valor final de un arti-
culo cuyo precio x aumento en 30%.

Recuerda expresarlos como cambio
porcentual.

c. Determina una funcion g(x) que per-
mita calcular el valor final de un arti-
culo cuyo precio x disminuye en 30%.

d.iCual es el dominio y el recorrido de
las funciones anteriores?

e. Es g(x) la inversa de f(x)? Justifica.
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f. Determina la funcion inversa de f(x) y
g(x). Guiate por el siguiente procedi-
miento para determinar la inversa de
h(x) = 4x — 3.

Paso 1: Reemplaza h(x) pory:
y =4x — 3

Paso 2: Despeja la variable x.
y +3 _

4
Paso 3: Intercambia las variables x e y

X + 3 X + 3
4 4

X

=y >h7i(x) =

g./ Cual es la expresion algebraica para
la funcion inversa de f(x)?, ¢y de g(x)?
¢En qué porcentaje se debe rebajar el
precio aumentado para que sea igual
al original?
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{Qué significado tiene graficamente
realizar el cambio de variables entre X
e y? éCual es la nueva variable inde-
pendiente?

Para la funcion lineal f(x) = ax, su
funcion inversa es la funcion lineal

— X
fi(x) = 2.
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Para la funcion afin g(x) = ax + b, su in-

., , X —b
versa es la funcion afin g7 (x) = S

2.Completa la siguiente tabla en tu cua-
derno.
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Descripcion | Descripcion Expresion Expresion
n_mv_n de _n_uL algebraica algebraica
de f de f1
Multiplica Divide cada
cada numero numero f(x) = 3x F1(x) = X
por 3 en 3 3
Divide cada
numero
en 2
Aumenta
cada numero
en una
unidad
f(x)=2x + 4

84
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De las funciones anteriores, écuales son
lineales o afines? Justifica.

3.Encuentra la expresion de la funcion in-
versa en cada caso. Luego, comprueba
tus resultados graficando en GeoGebra
o0 en tu cuaderno.

a.f(x) =2x -5

b. h(x) = 3X

c.a(t) =ot -2t + 3
d.b(t) =4t — 2

4.Sean las funciones f, g y h, tales que
cumplen con:

e fesla funcion inversa de g.

e h es la funcion inversa de f.
- 403



e g(x) = 16x + 40

Realiza un esquema para ilustrar la si-
tuacion.

a.dQue relacion puedes establecer entre
estas funciones?

b.Determina las expresiones algebrai-
cas para fy h.

5.Analiza las afirmaciones. Determina si
son verdaderas o falsas y justifica.

a.Si una funcion lineal o afin es crecien-
te, entonces su funcion inversa sera
decreciente.

b.Si la pendiente de una funcion lineal
es 5, entonces la pendiente de su fun-

L .1
cion inversa sera =—.
25
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c. El punto de interseccion con el eje Y
de una funcidon afin es el mismo para
su funcion inversa.

d.La funcion f(x) = 5x + 10 y la funcion
g(x) = 10x — 5 son funciones inver-
sas.

e. Una funcion lineal siempre se interse-
cara con su funciéon inversa en el ori-
gen del plano cartesiano.

6.Considera f(x) = 1 para realizar la si-
guiente actividad:

a. Realiza un diagrama sagital y una gra-
fica de la funcion. éCorresponde a una
funcion afin?

o 405



b. Describe con tus palabras el proceso
que hace f(x). éExiste el proceso in-
verso?

C. Refleja f(x) respectoalarectay = xvy
describe el resultado. ¢Es funcion?

7.Determina los valores de p y q para las
siguientes funciones y sus inversas.

a.f(x) =3x-5 y FfFix)=px+qg

b.g(x) =x-3 y g™ (x) =px —g

c.h(x) =px-2 y hi(x) = 5x +%

d.i(xX) =px+qg y i"{(x)= %+ 2X
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8. Establece la expresion algebraica de las
siguientes funciones y luego su inversa.

d YA
4 1
f(x)
3 1
o M
——t——f—t+—+—>
2 1O\ 1 2X
Z 14
\ 4
b. y A
8__
f(x
LX)
4___
2__
-« I
7 2 4 6 X
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f(x)

fi( x)

4=

/v

85
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<
Q
z
>
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9.Para arrendar una bicicleta se cobra una
cuota basica de $4.000 mas $1.000 por
hora utilizada. Si x corresponde al nu-
mero de horas de arriendo:

a.dQué funcion f modela el cobro por
el uso de la bicicleta en funcion de la
cantidad de horas que se arrienda?

b./ Cual es la funcion inversa de f? éQué
representa?

Ciencias naturales

10. Analiza la siguiente informacion y res-
ponde.

La temperatura es una magnitud que
mide la cantidad de energia interna o

410 85-86
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calor que tiene un cuerpo. Cotidiana-
mente se utilizan las escalas Celsius
(°C) y Farenheit (°F), mientras que la
escala Kelvin (K) es utilizada en disci-
plinas cientificas.

La temperatura (tedrica) minima de-
nominada “cero absoluto” corresponde
al punto en que los atomos de un cuer-
PO se encuentran estaticos y es 0 K o
-273,15°C.

La conversion de escalas de tempe-
ratura Celsius y Kelvin esta dada por
la funcion c(x) = x - 273,15. En ellg,
X corresponde a la temperatura en Ky
c(x) en °C.

a.¢dCual es el dominio y el recorrido de
c(x)?
36 411



b.

C.

Determina la funcion inversa de c(x).

Utiliza la funcion inversa para calcular
la equivalencia en escala Kelvin de:

—-200°C 20°C 35°C 200°C

d.

412

Las escalas Celsius (°C) y Farenheit
(°F) estan relacionadas por la funcion

f(x) = 2—15x+ 32. En ella, x correspon-
de a la temperatura en °C y f(x) a la
temperatura en °F. Determina la in-

versa de f(x).

. La novela Fahrenheit 451, de Ray Bra-

dbury, tiene como subtitulo La tempe-
ratura a la que el papel de los libros se
inflama y arde. ¢A qué temperatura
en °C arde el papel?

86
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f. ¢A qué temperatura en °C correspon-
den 100°F?

11. E|l Sistema Internacional de Unida-
des utiliza metros (m) como la unidad
de distancia. Sin embargo, los paises
anglosajones utilizan pies y pulgadas
como unidades para medir.

[y i A A il S ‘ i scer
UL1 2| '3l "4 ‘sl ‘6 '7/ '8 ‘9 10 1h #”Ww 14 15 s 17 18 18 % ﬁ1 2& 23 ' o4 2& % %% 2% % T \‘

v A 3 wahoop o 6 o d T8 B W E R
R 0 s a, Y MR A A AN ARAA NN KR R R N A A A L R T A A L A T AR

TOTTT T i i el

Sabiendo que 1 metro equivale a
3,28084 pies y 1 pie es equivalente a 12
pulgadas:

a. Construye una funcidn para transfor-
mar X metros a pies y otra para trans-
formar x metros a pulgadas. Luego,
determina sus inversas.

a6 413



b./.Cual es el dominio y el recorrido de
las funciones anteriores?

» Para concluir

a. En qué representacion de funciones
te es mas facil distinguir si la inversa
de una funcion existe? éPor que?

b.:.Se puede obtener la grafica de una
funcion a partir de su inversa? Justifi-
ca.

414 36
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Funcion inversa de la funcion
cuadratica

\. J

Si la funcion cuadratica convierte
una variable en el cuadrado de ella,
écual es el proceso inverso?

Objetivo: Determinar de forma grafica
y analitica la funcidon inversa de una fun-
cion cuadratica.

Ciencias naturales

1.Analiza la siguiente situacion. Luego,
realiza las actividades.

Mientras mas largas sean las cadenas
o las cuerdas de un columpio, mayor es
su periodo, esto es, el tiempo que de-
mora en volver a una posicion.

87 415



En fisica, un columpio corresponde a
un pendulo simple. La funcion que des-
cribe la relacion entre el largo del pén-
dulo | (en metros) y el periodo T (en
segundos) es:

g
41

I(T) = 5 T?
Donde g corresponde a la aceleracion
de gravedad terrestre.

a. ¢Cual es el coeficiente a de la funcion
cuadratica?

: g
Aproxima ~ 1
P 4112

b. Discutan en parejas: équé valores po-
drian tomar el largo | y el periodo T?

416 57
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c. La funcion representa la longitud I(T)
que debe tener el péndulo segun el
periodo. ¢COmo se interpreta su in-
versa T(1)?

d.Un péndulo mide 1 metro. éEs correc-
to afirmar que su periodo puede ser
-2 0 2 segundos? Justifica.

e. Determina su inversa de forma alge-
braica. Utiliza los mismos pasos para
determinar la inversa algebraica de las
funciones lineal y afin.

¢Cual fue la importancia de restringir el
dominio en el ejercicio anterior?

. 417



La funcién cuadréatica f(x) = x?, cuyo do-
minio es R, no tiene funcidon inversa. Esto,
porque existen dos elementos del dominio
que tienen la misma imagen (por ejem-
plo: f(-1) = 1y f(1) = 1). Por lo tanto,
no puede definirse la inversa porque para
f~1 (1) existen dos valores posibles. En
ese caso, la inversa no es una funcion.

Acotando su dominio a los numeros rea-
les positivos y el cero, se define la funcion
f(x): R = R, tal que f(x) = x2. Su fun-
cion inversa es fi(x): R — R’, tal que
f(x) = VX, llamada funcion raiz cuadrada.

418 .



= /X

f(x)

419

87



2.Considera la siguiente funcion cuadra-
tica f(x): R_— R, tal que f(x) = x2.

X f(x)
0 0
1 1
2 4
3 9
Z 16
v A

|

Ll

.l

51
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a. Considerando los valores anteriores,
determina los pares ordenados que
pertenecen a f—1(x).

b. Grafica en tu cuaderno f(x) y la recta
y = X.

c. Esboza el grafico de f~1(x).

d.Determina algebraicamente la funcion
inversa. Guiate por los siguientes pa-
SOS.

Paso 1: Reemplaza f(x) pory.
Paso 2: Despeja la variable x.

Paso 3: Intercambia las variables x e .

a8 421



3.Encuentra la expresion de la funcion in-
versa en cada caso. Luego, comprueba
tus resultados graficando en GeoGebra.
Considera como dominio y recorrido de
las funciones.

a.f(x) = 6x? e.g(x) = V10x
b.g(x) _ gxz f. S(X) = 3@

c. h(x) = (:53)()2 g.r(x) = Z\EX

d.p(x) = 0,16x> h.t(x) = 3 \/%x

422 33
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4.Analiza las afirmaciones. Determina si
son verdaderas o falsas. Justifica con-
siderando como dominio y recorrido de
todas funciones.

a.La grafica de la funcidon f(x) = x% vy la
de su funcidon inversa se intersecan en
el punto (1, 1).

b. Al aumentar el valor de a en la funcion
f(x) = ax?, la grafica de su funcion in-
versa estara mas proxima al eje X.

c. Tanto la gréfica de f(x) = x? como la
de su inversa f~}(x) = VX se encuen-
tran en el primer cuadrante del plano
cartesiano.



d.Si los puntos de una funcion raiz cua-
drada son (a, b), entonces los puntos
de su funcién inversa son (b?, a%).

e.La funcidn inversa de f(x) = 3x? es

f~1 (x) = V3x.

424 a8
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5.Determina el valor de k para que g(x)
sea la funcion inversa de f(x). Consi-
dera R, como dominio y recorrido de
ambas funciones

a.f(x) = 3x2y g(x) = W/k J>: 5

b. f(x) = %xz v g(x) = (1 = K)VX
c. f(X) = %xzyg(x) - kf X

d.f(x) = 81x2 y g(x) = %\&

1

e.f(x) = sz vy g(x) = (k — 2)Vx

89 425



6.Establece |la expresion algebraica de las
siguientes funciones y luego su inversa.

d. YA
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7.Analiza las siguientes funciones. Deter-
mina, en cada caso, cual de las funcio-
nes del grafico corresponde a su fun-
cion inversa.

a.f(x) = %xz
b.g(x) = g 2
c. h(x) = 2x?
d.p(x) = 7x?
e.q(x) = %



Y m(x)

6__
T n(x)

4__
u(x)

3__
v(x)

2__
r(x)

1__
o t——+—+ + + + + | »
1 2 3 4 5 6 7 8 9 X

Fisica

8.La energia potencial elastica de cier-
to resorte esta dada por la funcion
U(x) = 200x?. En ella, U es la energia
medida en Joule y X el estiramiento del
resorte medido en metros.
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La energia potencial elastica correspon-
de a la energia acumulada por un resorte
cuando es estirado o comprimido.

i\

|

‘ | \
‘
'UI' \

| 'I @\J s

\
' '
I

-

J

|
J

i
\J

|
F

Y 'ﬁ") P —
—_— =
a e —
 — (—
— —
P — N —

[ .

\ 2

A *
= 3
x4 5

-

a.Determina la funcion inversa x(U).
{Como se interpreta?
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b.Si la energia potencial elastica del re-
sorte es de 8 Joule, écuanto se habra
estirado?

Fisica

9.La distancia que recorre Eduardo en el
maraton de Santiago esta dada por la
funcion d(t) = 0,9vt. En ella, d repre-
senta la distancia (en metros) recorrida
y t es el tiempo transcurrido (en minu-
tos) una vez iniciada la carrera. Eduar-
do esta participando en la carrera de 5
kildbmetros:

a. Transcurridos 5 minutos, écuanta dis-
tancia ha recorrido Eduardo?

Recuerda que 60 segundos equivalen
a 1 minuto.
432 50
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b. Transcurridos 30 minutos, é¢cuanta dis-
tancia le falta a Eduardo por recorrer?

c. Determina la funcion que permite co-
nocer el tiempo que tarda Eduardo en
recorrer cierta distancia.

d. Cuando le falta un kildmetro por reco-
rrer, écuanto tiempo ha demorado?

e. Cuanto tardara Eduardo en recorrer
la mitad de la competencia?

f. cCuanto se demorara en terminar la
carrera?

90 433



» Para concluir

a.iQué semejanzas y diferencias hay
entre los procedimiento para determi-
nar algebraicamente la inversa de una
funcion afin y una cuadratica?

a. dPor que fue necesario restringir el do-
minio de la funcion cuadratica?

(- )

Antes de continuar: Evaluacion
intermedia

\. J

Mensajes secretos

Materiales:
e Cartulina u hoja de bloc.
e Tijeras.

e Regla.
434 90-91
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La criptografia es el estudio y la creacion
de “alfabetos secretos”. Sus técnicas pro-
vienen de la Antigua Grecia y hoy tienen
gran importancia en el area informatica.

En las siguientes tablas se presentan
tres alfabetos secretos. Cada uno corres-

ponde a transformaciones del alfabeto
anterior.

Letra

!

— o T
<_
(_

(_
(_
(_

!
3
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Paso 1: En parejas, completen la tabla
anterior con los valores que correspon-
den.

a.{Como pudieron completar la tabla de
arriba? Expliquen.

N
A — 1 - | -12] - 144
B — 2 - | -11 — 121
C — 3 - |-10| - |[100
D — 2 — -9 — 81
E — 5 — -8 — 64
F — 6 — -7 — 49
G — 7 — -6 — 36
H — 8 — -5 — 25
I — 9 — -4 — 16
] — 10 — -3 — 9

436
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16
25

36
49
64
81

100
121

144

169

10
11

12
13

13
14
15
16
17
18
19
20
21

22

23

24
25

26
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Paso 2: Construyan 6 tarjetas de 8 x 5
cm vy dividanlas.

Paso 3: Escriban una palabra de al me-
nos 6 letras por tarjeta. Al reverso, codifi-
quenla usando los alfabetos a, fy 0. Lue-
go, intercambienlas e intenten descifrarla
sin ayuda.

b. Qué estrategias utilizaron para des-
cifrar las palabras intercambiadas?

c. ¢Qué ocurre cuando se trata de inver-
tir un numero distinto del 0 en el alfa-
beto 0? ¢Por qué sucede esto?

d. Existen las funciones inversas de f y
de g?
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Paso 5: Utilizando lo discutido, creen su
propio alfabeto secreto mediante una fun-
cion invertible y repitan la actividad.

» Reflexiono

a.dQue tipo de preguntas te fue mas di-
ficil de responder? éPor que?

b..Coémo resultd el juego en parejas?
¢Por qué?

( ¢Qué aprendi? )

Elsa posee una pequena empresa de
compra y venta de antiguedades. Ella se
dedica a recolectar antiguedades en dis-
tintos lugares y reparar aquellos objetos

91-92 439



danados, para luego venderlos en su tien-
da. Su empresa se llama “El Rincon del
Pasado” y tiene solo 6 empleados:

Sus sueldos mensuales son:
e Gerente de ventas: $1.000.000.

e Técnicos Calificados (2): $650.000
c/U.

e Empleados sin Calificacion (3):

$350.000 c/u.

Evalua los conocimientos adquiridos a lo
largo de la Unidad realizando las siguien-
tes actividades.
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1.Para el siguiente ano, Elsa esta estu-
diando la idea de aumentar en 5% el
sueldo de sus trabajadores.

a. Calcula cuanto dinero necesitara Elsa
para pagar mensualmente ese aumen-
to.

b.Si Elsa dispone de $ 2.000.000 al ano
para beneficios, épodra darles este
aumento? Justifica tu respuesta.

c. Imagina que el aumento dependa de
factores externos (como el IPC), y
gque cada ano deba aumentar en 1%.
{Cuanto dinero extra debera tener
cada ano para pagar los sueldos de
los 6 trabajadores?
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d.En 2018 Elsa obtuvo una ganancia de
$25.800.000y en 2019, $24.500.000.
¢Cual fue el cambio porcentual de su
ganancia entre esos dos anos? éQué
significado tiene este resultado?

2.Resuelve las siguientes ecuaciones de
segundo grado. Utiliza el material crea-
do en clases para ayudarte:

a.x?=4x + 5
b.9x? + 7x = 0
c.x?=9
d.—x> —2x =0

e.3x2 +36x +81 =0

121 > 81 _
f'TX &4 0
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g.(-x +8)(3x-3)=0
h.20 — 2x? + 3x = 0
i. —25 = —x?

3.Resuelve los siguientes problemas uti-
lizando ecuaciones de segundo grado:

a. El cateto mayor de un triangulo rec-
tangulo mide el doble del menor au-
mentado en 6. Si su hipotenusa mide
39, écual es la medida del cateto me-
nor?

b. El perimetro de un rectangulo mide 24
m y su area, 35 m?. éCuéles son sus
dimensiones?

92-93 443



C.

Halla los dos numeros tales que su-
mados dan 11 y multiplicados dan 24.
Prueba mas de 1 meétodo para este
problema.

4. Analiza las siguientes funciones cuadra-
ticas. Encuentra lo solicitado en cada
Caso:

444

Una empresa determina que la canti-
dad de dinero que ganara este ano en
miles de dolares, esta dada por la fun-
cién G(x)= 5000 + 1000x — 5x?. En
ella, x representa el dinero invertido
en publicidad. {Cuanto debe invertir
en este item para que la ganancia sea
maxima? ¢Cual es esa ganancia?

93
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b.Un objeto se lanza hacia arriba con
una velocidad v, en m/s. La altura H(t)
que alcanza (en metros) se determina
en funcion del tiempo t (segundos
transcurridos) con la  funcion:
H(t )= —16t* + v, = t. Determina el
valor de v0 para que la altura maxima
sea de 300 metros.

c. Desde un globo aerostatico que va su-
biendo cae un objeto. La altura en me-
tros del objeto (h) respecto del tiempo
t estd dada por: h(t) = 80 — 4,9¢2.

e (A qué altura se encontraba el objeto
al momento de caer del globo?

e ¢(Qué altura tendra 4 segundos des-
pues de caer?

03 445



e (Qué distancia recorrid el paquete a
los 2 segundos?

e ¢(Cuanto se demora el objeto en llegar
al suelo?

5.Determina si las siguientes funciones
poseen funcion inversa. En caso afir-
mativo, calcula su inversa. En caso con-
trario, justifica.

a.f(x) =2x+1
_ x-1

b.g(x) = 2X + 3

c. h(x) = 2x*> — 5

d.i(x) = 2 — 3x?

e.j(x) = V4x + 4

f. k(x) = X2 + 2x — 35
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» Reflexiono

e (Qué contenidos te resultaron mas
complicados en esta evaluacion?
¢Como podrias mejorar?

e (Que fortalezas tuviste durante el de-

sarrollo de la Unidad? éQué puedes
mejorar?
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[ Unidad 2: Sintesis ]

Algebra y Funciones
¢Qué es el cambio porcentual?

El aumento o disminucion porcentual de
una variable respecto de un valor anterior.

¢Como se calcula el cambio porcen-
tual constante?

Con la ecuacion recursiva

f(t + 1) =I_ - f(t), donde t representa el
tiempo u Iv representa el indice de varia-
cion.
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¢Qué es una ecuacion de segundo
grado?

Es una ecuacion que se puede expresar
de la forma

ax? + bx + c =0, con a, by cnumeros
reales y a # 0. El maximo exponente de
la variable es 2.

¢COmo se resuelve una ecuacion de
segundo grado?

e Factorizacion

e Completacion de cuadrados

— b - Vb2 - 4ac
24

e Formula general




Cuantas soluciones tiene una ecua-
cion cuadratica? éCuales son sus pro-
piedades? Tiene 2 soluciones x, y X, y

cumplen que:
b

o . —_— C

X1 7% = a

¢Como se calcula el discriminante
de una ecuacion? éQué informacion
entrega?

A = b? — 4ac
A > 0 Sol. Reales distintas
A = 0 Sol. Reales iguales

A < 0 Sol. No reales
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¢Qué es la funcion cuadratica?

Es una funcion cuya regla se puede ex-
presar como f(x) = ax2 + bx + ¢, con a,
by c €. Sudominio es Ry su recorrido
es un intervalo de R.

EQué caracteristicas tiene la grafica
de ecuacion cuadratica?

Su grafica corresponde a una parabola.
Esta puede ser cdncava hacia arriba si a >
0. Tambien puede ser concava hacia abajo
sia < 0y el vertice de la parabola indica
el valor minimo o maximo de la funcion
segun corresponda.
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¢Qué es la funcion inversa?

Una funcién denominada ™!, en que “y”
es preimagen de “x”, respecto a una ecua-
cion “f”, en que cada preimagen x tiene
una unica imagen “y”.



