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LA TOMA DE DECISIONES EN
SITUACIONES DE INCERTEZA

UNIDAD 1

Leccion 1: Toma de decisiones aplicando
medidas de dispersion de datos

Medidas de dispersion
1.Calcula el rango, la varianza y la des-

viacion estandar de los siguientes conjun-
tos de datos:
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a. 20, 5, 8, 20, 11

b.6, 2,13, 1, 12
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2. David, el profesor de Historia, tiene la
siguiente informacion respecto de las no-
tas de su curso en una prueba.

Notas del Tercero A en una
prueba de Historia

Nota Frecuencia
1,0; 2,0[ 4
2,0; 3,0[ 8
3,0; 4,0[ 9
4,0; 5,0[ 11
5,0; 6,0[ 7
[6,0; 7,0] 6




)

a. Calcula el promedio y la varianza de
los datos.




o)

3. El analisis de la sangre de una persona
durante 7 semanas arroja las siguientes
cantidades de leucocitos:

Medicina

Semana 1 —» 3.500/ m m?
Semana 2 —» 12.000/m m?
Semana 3 —» 4.800/ m m?
Semana 4 —» 4.100/ m m?
Semana 5 —» 3.700/ m m3
Semana 6 —» 6.200/ m m?
Semana 7 —» 3.100/ m m?



o)

a. Calcula el rango, la desviacion me
dia y la varianza.

b. Calcula la desviacion estandar.
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c. El médico que trata al paciente de cam-
biar el tratamiento si el promedio de la
cantidad de leucocitos es inferior a 4.500/
mm?> y la desviacion estandar es inferior
a 2.000 mm>. ¢Qué decision tomara el
doctor?, épor qué?




Comparacion de conjuntos de datos

1. En un colegio se aplica una prueba a
tres segundos medios. En los 3 cursos
hubo estudiantes con la nota maxima (7).
Ademas, se obtuvieron los siguientes da-
tos:
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Evalia si son verdaderas (V) o falsas
(F) las siguientes afirmaciones.

Un estudiante del 2° A que tie-
ne un 6,5 pertenece al tercer cuartil.

b. Las notas son menos disper-
sas en el 2° medio A que en los otros
CUrsos.

C.

El mejor rendimiento lo tiene
el 2° C, pues el promedio es 5,6.

d. El curso con menor dispersion
es el 2° A, pues la desviacion estan-
dar es 1,6.

o, En los tres cursos, el 50 % de
los estudiantes obtuvo nota superior
a 5,b.




2. Segun la situacion anterior, {qué curso tiene me-

jor rendimiento? Justifica.

3. Paulina trabaja en una ferreteria y ha recibido de
una distribuidora dos tipos de muestras; una mues-
tra de 9 clavos (medidos en pulgadas) y de otra, una
de 9 varas de madera (medidas en metros).

2,5

3,4

2,6

3,3

3,5

2,1

2,3

2,1

3,0

3,5

3,2

3,5

3,6

2,7

3,5

3,5

O



)

a. Calcula el coeficiente de variacion para
cada conjunto de datos.
Utiliza una hoja de calculo.

"Debo decidir por la distribuidora gue
envie la muestra mas homogénea de sus
productos”,
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b.¢Por cual
Justifica.

distribuidora optara Paulina?

4. Dos canc
dido 7 prue
presa. Los
uno fueron

idatos, Elvira y Juan, han ren-
bas de seleccion para una em-
puntajes que obtuvieron cada
OS siguientes:

Elvira: 80, 40, 62, 72, 46, 80, 40
Juan: 57, 55, 54, 52, 62, 55, 59



)

Si el director de la empresa debe deci-
dir por aquel que tuvo mejor rendimiento,
éa quién contratara? Aplica los indicado-
res de dispersion que resulten mas con-
venientes en este caso.




( Actividad de aplicacion )

Analizando el desempeno futbolistico
Objetivo: Utilizar medidas de dispersion
de datos para establecer desempenos en

los equipos de futbol.

Planifiquemos y ejecutemos

( Paso 1 ) Organicense en parejas
y seleccionen un equipo de futbol para
comparar 2 jugadores del equipo.

C Paso 2 ) Descarguen en su celular la
aplicacion gratuita “365 scores” para fil-
trar la informacion necesaria. Luego, to-
men decisiones respecto de:

7/



s

e (Qué equipo de futbol analizaremos:
equipo chileno o extranjero?

e (Qué tipo de jugador compararemos:
delanteros, centrocampistas, defensas?
e (Qué compararemos: cantidad de go-
les, pases efectivos, faltas leves y/o gra-
ves?

e (Qué medidas de tendencia central,
dispersion y posicion utilizaran?

Presentemos

C Paso 3 ) Expongan sus resultados a
su curso. Pueden utilizar redes sociales,
correo electrénico, un video u otro me-
dio para retroalimentar su trabajo. Luego,
respondan:




a. ¢Por qué eligieron ese equipo y €sos
jugadores?

b. ¢{Por qué utilizaron ese parametro de
comparacion?

c. Si fueras DT del equipo de futbol anali-
zado, éa cual de los 2 jugadores pondrias
de titular en el proximo partido? Argu-
menta.




Antes de continuar

Evaluacion intermedia

Realiza las siguientes actividades para
que sepas como va tu proceso de apren-
dizaje.

1. La siguiente tabla muestra el tiempo
que se demora un estudiante en resolver
distintos ensayos PSU de 40 preguntas.



Correccion de formularios en un mes
Tlem?cgs()mlnu- Frecuencia

40, 45[ 7

45, 50[ 10

50, 55[ 13

55, 60[ 18

60, 65] 0

65, 70] 21

a. ¢Cual es el tiempo promedio que se de-
mora el estudiante en resolver los ensa-

y0s?
( )
. J




b. Calcula la varianza y la desviacion es-
tandar.

(- )

\. J

C. Si el promedio de los tiempos es supe-
rior a 55 minutos y la desviacion estan-
dar es superior a 45 minutos, el estudian-
te debera realizar cambios en la forma de
estudio. é{Debera realizar cambios para
optimizar sus tiempos de estudio? Funda-
menta.




2. A continuacion, se presentan las notas
que obtuvieron dos cursos en una prueba
de Matematica. Dichas notas son deter-
minantes para elegir al curso con mejor
rendimiento para representar al colegio
en las proximas olimpiadas matematicas.

3° medio A

3,2-45-6,3-70-35-64
6,8-51-44-39-40-5,2
5688-70-6,1-6,6-43-59

3° medio B
4 )

6,0-65-67-70-43-39
54-56-68-66-6,2-5,5
3,2-45-35-52-49-5,2

8
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El profesor de la asignatura escogio
al 3° A para representar al colegio en las
proximas olimpiadas.

a. Aplica las medidas de dispersion que
consideres convenientes para comparar el
rendimiento en la prueba de ambos cur-
sos. Utiliza una hoja de calculo para reali-
zar los calculos.




2]

b. ¢Fue correcta la decision del profesor?
Argumenta tu respuesta.




)

Leccion 2: Toma de decisiones aplicando
probabilidades condicionales

Probabilidad condicionada

1. En una sala de clases hay 40 estudian-
tes, de los cuales 25 son hombres. Ade-
mas, 6 mujeres y 5 hombres tienen ojos
de color café y el resto tiene o0jos negros.
Si se elige un estudiante al azar, écual es
la probabilidad de que tenga ojos de color
café si es hombre? Representa la situa-
cion usando un diagrama de arbol de pro-
babilidades.



2. Al control de equipajes de una adua-
na llega un grupo de italianos, de los cua-
les 8 llevan consigo accesorios metalicos
no permitidos. Si se eligen dos personas
al azar para pasar por la puerta detec-
tora de metales, écual es la probabilidad
de que ambos tengan metales no permi-
tidos?



Somos un grupo de 12 italianos.




3. La siguiente tabla muestra las opciones
de viaje por género en un COncurso que
sorteara un viaje a Buenos Aires, Lima o
Rapanui.

Opciones de viaje

Género Bu_enos Lima Rapanui
Aires
Hombre /70 112 86
Mujer 60 128 94

a. {Cual es la probabilidad de que el ga-
nador sea mujer y vaya a Lima?

10
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b. {Cual es la probabilidad de que el ga-
nador vaya a Rapanui?

c. ¢Cual es la probabilidad de que el ga-
nador sea mujer dado que ira a Buenos
Aires?

d. ¢(Cual es la probabilidad de que el ga-
nador vaya a Rapanui si es hombre?

10



4. Leonor estudia para su examen de In-
glés y Jacinta para su examen de Cien-
cias Naturales. Ambos examenes consis-
ten en contestar dos temas extraidos al
azar. Para aprobar la asignatura, hay que
contestar bien los dos temas.

10



¢Quien tiene mayor probabilidad de apro-
bar su asignatura?

(- )

10



Probabilidad total

1. {Cual de los siguientes sucesos es mas
probable?

e Obtener 5 al sumar el resultado del
lanzamiento de dos dados de 6 caras.

e Obtener dos espadas al extraer sin re-
posicion dos cartas de una baraja espa-
nola.

e Obtener dos sellos al lanzar dos mo-
nedas.

4 )

11



)

2. En un centro de ensenanza, el 55 %
de los estudiantes matriculados son muje-
res. Se sabe que el 65 % de las mujeres
no han estado enfermas durante el ano vy
que el 25 % de los hombres tampoco. Si
se elige un estudiante al azar, écual es la
probabilidad que haya estado enfermo du-
rante el ano? Resuelve usando un diagra-
ma de arbol.

11



2]

3. En una oficina se compran tres tipos de
ventiladores: de pedestal, USB y de cielo.
El 60 % de los ventiladores son USB, el
30 % de pedestal y el resto de cielo. Se
sabe que los porcentajes de falla son los
siguientes: USB, 15 %, de cielo 7 %, de
pedestal, 3 %. Si se elige al azar un ven-
tilador, écual es la probabilidad de que fa-
lle? Representa la situacion utilizando un
diagrama de arbol.

11
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4. Analiza la siguiente situacion. Luego,
resuelve.

Deporte

El vencedor sera el primero que gane
dos de los tres sets de que consta el en-
cuentro.

12



34)

a. Dibuja un diagrama de arbol con todos
los posibles resultados

(- )

\. J

b. Calcula |la probabilidad de que Carlos
gane el partido si la probabilidad de que
Luis gane un set es de 0,4.

12



23]

5. De un estuche que contiene 5 lapices
azules y 6 negros, se sacan dos de ellos
sin mirar. ¢Cual es la probabilidad de que
sean de distinto color?

12



Antes de continuar

Evaluacion intermedia

Realiza las siguientes actividades para

que sepas como va tu proceso de apren-
dizaje.

1. Evallua si las afirmaciones son verda-
deras (V) o falsas (F). Justifica las falsas.

a.1 Si f‘ y B son sucesos y P(A)=
2 P(B)="3" y P(A N B)= é . entonces
P(A/B) = %

13
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b. Si se escoge al azar un numero
entre 30 y 50 inclusive, la probabilidad de

gque sea impar dado que es mayor que 40

es =

21

C. Siempre se cumple que P(A/B) es
equivalente a P(B/A), con A y B sucesos.

d. _____Si Ay B son sucesos, para calcu-
lar P(A/B) solo se necesita conocer P(A) y
P(B).

13



2. La siguiente tabla de contingencia
muestra el nimero de personas que pa-
decen o no bronquitis, segun sean o0 no
fumadores:

No

Fumadores
fumadores

Con

bronquitis

Sanos

Si se elige una persona al azar, responde:

13



a. ¢Cual es la probabilidad de que padez-
ca bronquitis?, ¢y cual es la probabilidad
de que esté sana?

(- )

b. ¢Cual es la probabilidad de que esté
sana dado que es fumador?, écual es la
probabilidad que esté enferma dado que
es fumador?

(- )

13



c. ¢Cual es la probabilidad de estar sano
dado que no es fumador?, icual es la pro-
babilidad que esté sana dado que no es
fumador?

13



Leccion 3: Modelamiento de fendmenos
con la funcion exponencial.

UNIDAD 2

Funcion exponencial
1. Identifica las funciones que son expo-
nenciales. Para ello, escribe Si o No se-
gun corresponda.

a. f(x) = 4x
b. __ g(x) =67
1 \x
c.—h(x) = ()
d. i(xX) = X7
S |
e i) = (=)

f.__ k(X)) = 3%

14



2. Verifica si las siguientes proposiciones
son verdaderas (V) o falsas (F). Justifica
las falsas.

a. Una funcion exponencial con
base mayor que cero y menor que uno es
siempre una funcion decreciente.

b. Una funcidon exponencial con
base fraccionaria siempre es una funcion
decreciente.

14



C. La grafica de la funcion h(x)=a*
con a>1, se traslada 5 unidades horizon-
talmente hacia los positivos si se grafica
h(x-5).

14



3. Representa cada funcion en el plano
cartesiano. Luego, indica si es una funcion
creciente o decreciente.

a. f(x)=4%
-3 2 |-1]0]05|1]|1,6
f(x)
YA
7_-
6_-
5_-
44
3_-
21
1_-
‘_5’-21-5-’2-’1?- T 2 3 2 5 X

y

Funcion:

14




b. g(x)=e™
3| -2]-1]l0]05]|1]1,6

YA

74

64

5_-

44

3_-

21

14

<_5=_a-=3-=2-=1§. i 2 3 4 5 X

\ 4

Funcion:

14



4. Completa cada casilla con la funcion
correspondiente a su grafica.

a. = 2%43 b.__ =27
C. = 27%43 d.___ =27%-3
Q. = 2X-3 £, =2%
| v
n(x) | h(x)
g(x) p(x)

f(X).. T~~~ )
-6 -5 -4 -3 -2 \- 1/ 2 3 4 5 X

15



5. Sin graficar, determina el dominio, re-
corrido y las intersecciones con los ejes
de las graficas correspondientes a las si-
guientes funciones exponenciales.

a.f(x)=2"-1

(- )

\. J

b. h(x) = 1 - 3¥

(- )

15



c. h(x) = 5 = 2

(- )

6. El area cubierta por un nenufar en un
lago se duplica cada dia, creciendo gra-
dualmente durante todo el dia. Si al mo-
mento de empezar un estudio el nenufar
abarca una extension de 1,2, équé area
ocupara dentro de 8 dias?

a. Completa la tabla.

15-16



b. {Qué funcion relaciona ambas varia-
bles? Llamala A(t).

(- )

Los nenufares son plantas acuaticas
con flores que crecen en lagos, lagunas,
charcas o pantanos y que estan usual-
mente enraizadas en el fondo.

16



c. Representa la funcion en el plano car-
tesiano.

>

= ow Aoy <

e — —
-2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8 x
~14
y

d. {Cuales son el dominio y recorrido de
la funcion?

16
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7. Se sabe que la concentracion de anes-
tesia en la sangre humana disminuye ex-
ponencialmente segun la funcion

f(x) = k e 0,95%, donde k es la cantidad
inicial de anestesia en miligramos y x el
tiempo en minutos desde su administra-
cion. éCuantos miligramos de anestesia
quedan en la sangre del paciente después
de hora y media?

(- )

Se administraron 60 mg de anestesia
a este paciente.

16
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Crecimiento y decrecimiento
exponencial

1. Lee la siguiente informacion. Luego,
realiza lo pedido.

En Chile, a partir del 2016 se estable-
cio la Ley Emilia, la que considera que un
conductor que tiene mas de 0,8 gramos
de alcohol por litro de sangre, se encuen-
tra en estado de ebriedad.

Se estima que el riesgo que tiene una
persona de sufrir un accidente cuando
conduce un vehiculo bajo los efectos del
alcohol esta dado por la expresion:

R(x) = 6 - €,

17



)

donde R(,) es el riesgo expresado como
probabilidad, x es la concentracion de al-
cohol en |la sangre y k una constante.

a. Calcula el valor de la constante k sa-
biendo que una concentracion de 0,04 g/L
de alcohol en la sangre (x = 0,04) corres-
ponde a un riesgo del 10 % (R = 10).

4 )

17



b. Una persona que, de acuerdo con la
ley chilena, conduce en estado de ebrie-
dad (0,8 g/L de alcohol en la sangre),
éque riesgo tiene de sufrir un accidente?

4 )

. J

c. Investiga sobre la concentracion de al-
cohol en la sangre para lo cual un con-
ductor se encuentra bajo la influencia del
alcohol. éQué riesgo tiene de sufrir un ac-
cidente?

4 )

17



=)

Sitio web recomendado:
www.conaset.cl

d. Si una persona presenta el doble de
concentracion de alcohol que otra, écuan-
to mayor es su riesgo de accidente?

4 )

17



2. Observa las funciones p(x) que repre-
sentan el precio del celular transcurridos X
anos desde la compra.

 Celular A
Precio inicial
$580 000

L p(X)=p0’(019)X )

 CelularB )
Precio inicial
$390 000

| P()=p,(0,75)

a. Escribe el porcentaje de aumento o
disminucion anual del precio de cada ce-
lular.

18



)

b. Estima el tiempo que debe transcurrir
para que el precio de cada celular sea la
mitad del inicial.

4 )

( Actividad de aplicacion )

Método del carbono 14 (C14)

é¢Qué haremos?

Investigar acerca del metodo de datacion
del carbono 14 para estimar la edad de
los fosiles y otras materias organicas.

18



Planifiquemos

C Paso 1 ) En parejas, investiguen so-
bre la datacion del carbono 14 conside-
rando las siguientes interrogantes:

e (Qué es la vida media de una sustancia
radiactiva?

e (Cual es la vida media aproximada del
C14?, ique significa esto?

e (El modelo de carbono 14 es una fun-

cion exponencial crecimiente o decrecien-
te?, ipor que?

18
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Concluyamos

( Paso 3 ) Escriban las conclusiones
del trabajo realizado. Luego, compartan y
comparen sus resultados con otras pare-
jas.

Antes de continuar

Evaluacion intermedia
Realiza las siguientes actividades para

que sepas como va tu proceso de apren-
dizaje.

18-19



1. Representa las funciones f(x) = 2%,
g(x) = 10y h(x) = e*. Luego, responde.

7

=N W b oo <

- —
-5 -4 -3 -2-10 1 2 3 4 5 X
~14
\

a. ¢Cual es el dominio de cada funcion?,
écual es su recorrido?

b. {Qué tipo de funcion es cada una: cre-
ciente o decreciente?

19



c. ¢Que diferencias observas entre las fun-
ciones g y h respecto de la funcion f?

2. Analiza los siguientes graficos de las
funciones de la forma f(x) = a*. Luego,
escribe el valor de a correspondiente.

a.

19



- —
4 -3 2-10 1 2 3 4

3. La cantidad de microorganis-
mos presentes en un ecosistema cre-
ce exponencialmente segun la formula:
P(t) = 4 - 2. 103, donde t representa el
tiempo en horas. ¢Al cabo de cuantas ho-
ras habra 64 000 microorganismos?

(- )

19



Leccion 4: Modelamiento de fendmenos
con la funcion logaritmica.

Funcion logaritmica

1. Representa en el plano cartesiano las
siguientes funciones e indica si son cre-
cientes o decrecientes.

Y A
a. f(x) = log; x 3]

! . S N
10 1 2 3 4 5 6

Funcion:

20



Y
34
pl
14
|
10
-1
N
- 34
Funcion:

—_—
1 2 3 4 5 6y

20



2. Determina, sin graficar, el dominio y el
recorrido de las siguientes funciones loga-
ritmicas.

a. f(x) = log , (x + 3)

(- )

b. f(x) = 2 +log , x

(- )

20



3. Determina los puntos de interseccion
con los ejes de las siguientes funciones
logaritmicas.

a. f(x) = log(x + 6)

(- )

\. J

b. h(x) = log , (x+9) -1

(- )

20



C. g(x) = log(x = 5)

d. j(x) = Iogi (— x+4)

20



4. Evalua si las siguientes proposiciones
son verdaderas (V) o falsas (F). Justifica
las falsas.

a. Una funcidn logaritmica f no pue-
de tener valores negativos en su recorri-
do.

b. ____ Si a>b, entonces log_ x > log, x.

C. El dominio de una funcion loga-
ritmica es siempre el conjunto de los nu-
meros reales.

21



d. Sif(x) =1+ log (x), la grafica de
la funcion g(x) = log(x) - 3 corresponde
a la grafica de f(x) trasladada 4 unidades
horizontalmente hacia los negativos.

5. Determina qué condicion debe cumplir
da, en cada caso, para que las siguientes
funciones sean decrecientes o crecientes

a. f(x) = Iog(a+1) X

(- )

21



b. g(x) = Iog(6a+5) X

C. h(x) = Iog(_3a) X

21
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d. j(x) = Iog(6_3a) X

\_

J

6. Construye la grafica de las siguientes
funciones logaritmicas considerando el

grafico de y = Inx.

a.fx) =In(x-2) +1

Y

3
2
1

A

y=Inx

21
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b. g(x) = -In(x) + 1
Y A
3]
2
1

y=Inx

Ao A 2 3 4 5 6%

( Actividad de aplicacion )

Relacion entre el area corporal de una
persona, su masa y su estatura

é¢Qué haremos?
Aplicar el modelo que relaciona el area de

la superficie corporal de una persona, su

masa y su estatura.
21-22



La relacion entre el area de la super-
ficie corporal a (m?) de una persona, su

masa m (kg) y su estatura h (cm) esta
dada por la expresion:

[Iog(a)=—2,144+O,425Iog(m)+ O,725Iog(h)]

Planifiquemos

C Paso 1 ) Relinanse en parejas y con-
sigan una huincha de medir y una balan-
za digital. Luego, midan la estatura y la

masa corporal de 5 companeros de cur-
SO.

22
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( Paso 2 ) Registren la informacion en
la siguiente tabla. Mientras uno mide a
sus companeros, el otro escribe en la ta-

bla.

Ejecutemos

Nombre Estatura Masa

companero (cm)  corporal (kg)

Al el Bl I o

( Paso 3 ) Apliguen el modelo descri-
to anteriormente y estimen el area de la
superficie corporal de cada uno de ellos.
Usen una calculadora.

22



Paso 4 ) .
( aso Elaboren una estrateqgia
para verificar si fue buena la estimacion
del modelo anterior. Describanla.

Presentemos

( Paso 5 ) Expongan su trabajo ante
el curso y comenten si el resultado de su
estrategia se acerco al modelo matemati-
Cco.

22
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Relacion entre las funciones
exponencial y logaritmica

1. Representa las siguientes funciones
logaritmicas y sus funciones inversas.

a. f(x) = log; X — fi(x) =

Y
4
) 34
2
1

-1
-0,5
0 TS oo 1 ik
0,3
0,5
1
2 \J

23



b. g(x) = log, ,.x — g7'(x) =

X gix) i

-2 N
-0,5 .

0 1

0,3 — | I A
0.6 -4 -3 -2 —1_8_ 1 2 3 4y
1 -2+

1,5 -3¢

2 -4

23
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2. Determina algebraicamente la fun-
cion inversa de las siguientes funciones
exponenciales.

a. f(x) = 4%

24



3. Se sabe que el pH de una solucion se
calcula mediante la formula

pH = —log[H™],

donde [H'] es la concentracion de iones
de hidrogeno medida en moles/litro.

a. Describe el procedimiento que usas
para determinar los iones de hidrogeno
de una sustancia si conoces su pH.

24



b. Aplica el procedimiento anterior y cal-
cula la concentracion de iones de hidro-
geno de la sustancia de la imagen.

( )

Jugo de limon: pH aproximado de 1,7.

24




c. {Que propiedades de los logaritmos
usaste en la actividad anterior?

Antes de continuar

Evaluacion intermedia
Realiza las siguientes actividades

para que sepas como va tu proceso de
aprendizaje.

24-25



1. Grafica la funcion
g(x) = log(x + 1) — 2. Luego, responde.

< S
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

a. ¢Cual es el dominio y el recorrido?

b. ¢Es una funcidn creciente o decrecien-
te?, épor que?

25



2. Resuelve los problemas. Utiliza calcu-
ladora si es necesario.

a. Al momento de morir, un organismo
contiene 50 mg de atomos de carbono 14.
La cantidad C(x) de carbono 14 que que-
da en el organismo x anos después se
ajusta al modelo: C(x) = 50 - e ~0.000115x
¢Después de cuanto tiempo de la fecha
de muerte del organismo le quedara 0,8
mg de carbono 147

25



b. El niUmero de habitantes en millones

de cierta ciudad se puede calculathutiIi-

zando la expresidén P(t) = 23 - 10 3. Si
t representa el tiempo en ahos, écuanto
tiempo aproximado debe transcurrir para
que la poblacion de la ciudad sea de 200
millones de habitantes?

(- )

. J

c. ¢Cual es la relacion que hay entre los
logaritmos y los problemas que resolviste
anteriormente? Explica.

25



UNIDAD 3

Relaciones métricas en la circunferencia

Leccion 5: Resolucion de problemas con
angulos en la circunferencia.

Angulos del centro e inscrito en

una circunferencia

1. Construye una figura que cumpla con
todos los elementos que se indican. Lue-
go, calcula el valor de x.

26



"eCircunferencia de centro O. Y Construccion
eDidmetro AB .

eAngulo inscrito:  <OAC ;
m(<0AC )= 50°.
eAngulo del centro: <BOC ;

BAAWQQV = X

26
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C.

e Circunferencia de centro O. YConstruccion
e Puntos A, By C sobre la

circunferencia separados mas

de 100° de arco entre si.

e Segmento OAy OB .

e Cuerda ACy BC

e Angulo del centro: <AOB ;

m(<AOB )= 150°.

e Angulo inscrito: <ACB ;

rBAALﬁm )=x

7

26



2. En la circunferencia de centro O, a + B
= 58°,

a. ¢Cual es el valor de y? Calculalo.

4 )

27



b. Explica el procedimiento que utilizaste
para resolver el problema.

3. En parejas, realicen la siguiente activi-
dad:

a. Utilicen Geogebra para demostrar
geométricamente que la medida del an-
gulo del centro es el doble que la de un
angulo inscrito en el mismo arco.

b. Detallen el procedimiento que utili-
zaron en su demostracion. Impriman la
construccion final de su demostracion
y peguenla.

27



Procedimiento

7

\.

~

Construccion

J

27



c. Reunanse con otras parejas y com-
paren sus construcciones. {Qué diferen-
cias hay?

d. {Qué otro procedimiento en GeoGebra
podrian haber utilizado? Expliquen.

29



Angulos interiores y exteriores en
la circunferencia

1. Resuelve.

a. El arco DA mide 80° y el arco BC
mide 85°. ¢Cual es la medida de a?

28



b. La medida de <AED es 138°, la me-
dida angular del arco BC es 102° vy la

de<APC es 36°. ¢Cudl es la medida del
arco AD ? sy la del SAED ?

D

.
A

28




2. En parejas, realicen la siguiente activi-
dad:

a. Utilicen GeoGebra para demostrar
geométricamente que la medida del an-
gulo formado en el cruce de dos cuerdas
equivale a la semisuma de los arcos sub-
tendidos por la prolongacion de los lados
de dicho angulo y su opuesto por el véerti-
ce.

b. Detallen el procedimiento que utili-
zaron en su demostracion. Impriman la
construccion final de su demostracion
y peguenla.

28
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Procedimiento

7

\.

~

Construccion

J

28



c. Reunanse con otras parejas y com-
paren sus construcciones. {Qué diferen-

cias hay?

d. {Qué otro procedimiento en GeoGebra
podrian haber utilizado? Expliquen.

29



( Actividad de aplicacion )

Angulos interiores y exteriores en
una circunferencia a través de un
cuento.

¢Qué haremos?

Crear un cuento que muestre un proble-
ma que se resuelva utilizando la relacion
de angulos interiores y exteriores en una
circunferencia.

Planifiquemos

C Paso 1 ) Relnanse en grupos de 3 o
4 personas. Realicen un resumen de los
teoremas que utilizaran para explicar la

29



relacion entre los angulos interiores y ex-
teriores en una circunferencia.

( Paso 2 ) Decidan en qué formato en-
tregaran su cuento (digital, impreso, etc.),
los recursos y/o materiales que necesitan
y el tiempo estimado en su confeccion.

e Formato:

29



e Recursos y/o materiales

e Tiempo empleado:

e Tareas de cada integrante:

4 )

Ejecutemos

( Paso 3 ) Confeccionen su cuento.
Recuerden ser creativos y utilizar un len-
guaje claro.

29



C Paso 4 ) Den a conocer sus cuentos.
Si es digital, pueden utilizar sus redes so-
ciales para publicarlos. De lo contrario,
intercambienlos con otros grupos.

Discutamos

C Paso 5 ) Luego de analizar y leer los
demas cuentos, respondan:

e (En qué situaciones especificas de los
cuentos se muestra un ejemplo de un an-
gulo interior en una circunferencia?, ¢y de
un angulo exterior?, écémo lo resolvieron
los personajes del cuento? Expliquen.

29



Antes de continuar

Evaluacion intermedia

Realiza las siguientes actividades para

que sepas como va tu proceso de apren-
dizaje.

1. Indica el tipo de angulo que represen-
ta X en cada caso.

/e

30
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2. Resuelve. Luego, en parejas, compara
el procedimiento utilizado.

a. Si la medida angular de CD es /70°,
écudl es la medida de a?

30




b. (Cuadl es la suma de las medidas de
IXWZ y qYXw »

30



3. Inventa un problema que contenga los
diferentes tipos de angulos vistos en la
Leccion. Represéntalo y resuélvelo.

30



Leccion 6: Resolucion de problemas con
segmentos en la circunferencia

Cuerdas en la circunferencia

1. Analiza las ideas de cada
estudiante.

Marcia:

Si dos cuerdas en una circunferencia son
congruentes, entonces los angulos del
centro que a ellas subtienden son inver-
samente proporcionales.

Julian:

Si dos angulos del centro en una circun-
ferencia son congruentes, entonces las
cuerdas que subtienden dichos angulos
son también congruentes.

31



Camila:

Una cuerda en una circunferencia es un
segmento limitado por dos puntos distin-
tos de la circunferencia.

¢Cual(es) de las afirmaciones es (son)
verdadera(s)?, écual(es) es (son) falsa(s)?
Justifica.

2. Representa los problemas y resuelve-
lo.

a. Dos cuerdas en una circunferencia se
intersecan de tal forma que los segmen-
tos que se forman en una de estas miden
4 cm y 6 cm. Si la longitud de uno de los

31
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segmentos formados en la otra cuerda es
3 cm, écual es la longitud del otro seg-
mento?

"Representacion A
\_ J
"Desarrollo A
\_ J

31
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Procedimiento

b. Dos cuerdas AB y EF se intersecan en
el punto H. Calcula la medida del seg-
mento EH, sabiendo que AB = 146 cm,
FH =72cmy AH = 90 cm.

"Representacion A

31



"Desarrollo )

Procedimiento:

3. Resuelve el problema. Luego, explica-
le @ un companero la estrategia que utili-
zaste.

32




¢Cual es la longitud de PK si LE = (14
-2m)cm, AE=(m +4) cm, EK = (10 -
2m)cmy PE=(m + 5) cm?

32
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4. Analiza lo que descubrido Tomas duran-
te la clase de Matematica. Luego, realiza

las actividades.

Si un dia-
metro de la
circunferen-
cia interseca
perpendicu-
larmente una
cuerda, en-
tonces esta se
divide en mi-
tades.

a. Construye la figura anterior utilizando
GeoGebra. Varia el diametro de la circun-
ferencia y comprueba que esto se cumple.
Anota los datos para 5 diferentes valores

de diametro.
32



Diametro

b. {Qué pasos utilizaste en tu construc-
cion? Describelos.

c. En parejas, comparen el procedimien-
to de sus construcciones. éUtilizaron los
mismos pasos? ¢Que diferencias hay en-
tre sus procedimientos?

32
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Secantes y tangentes en la
circunferencia

1. Evalua si las siguientes afirmaciones
son verdaderas o falsas. Luego, escribe V
o F segun corresponda.

a. — Una recta secante a una circun-
ferencia esta limitada por dos puntos
de esta.

b. _____ Una recta secante a una circunfe-
rencia debe cortar la circunferencia solo
en un punto.

33



C. — Dos secantes trazadas desde un
punto exterior a una circunferencia son
congruentes con los segmentos exterio-
res a la circunferencia.

2. Analiza la siguiente figura y realiza
las actividades.

33



a. Aplica el teorema de las secantes para
establecer la ecuacion correspondiente.

4 )

b. A medida que disminuye X, éa que ele-
mento se asemeja la secante PD 7

c. Si x toma el valor de 0, équé elemento
de la circunferencia seria PD 7

33



d. Reemplaza el valor de x = 0 en la ecua-
cion. éQué expresion obtienes? Explica.

3. Analiza el siguiente diagrama. ¢{Qué
elementos de la circunferencia identifi-
cas?

33-34
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4. Usando las imagenes a continuacion,
crea un problema en la que se deban uti-
lizar los contenidos trabajados en el tema
de la secante y tangentes de la circunfe-
rencia. Compartelo
con tu companero vy
luego resuelve am-
bos problemas.

4 )

Tu problema

34
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(- )

Problema de tu companero

. J

(- )

Resolucion de tu problema

\. J

(- )

_Resolucion del problema de tu compa-
Nero

34



Antes de continuar

Evaluacion intermedia
Realiza las siguientes actividades para
que revises como va tu proceso de apren-
dizaje.

1. Resuelve el problema.

Constanza dibujo una circunferencia de
centro O.

35



En la figura anterior, PA es tangente a
la circunferencia en P, PA =6 cmy AB =
3PA. {Cual es la medida del diametro de
la circunferencia que dibujo Constanza?

4 )

35



2. Resuelve.

a. Pl es tangente a la circunferencia
en P, PT mide 8 cm y CT mide 4 cm.
¢Cual es la medida de BT ?

35



b. La cuerda ? mide 7 cm y su exten-
sion al punto P es de 1 cm. El segmen-
to mide 2 cm. ¢éCual es el doble de la

longitud 7

35
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3. Inventa un problema que se resuelva
utilizando los teoremas vistos en esta Lec-
cion y resuélvelo.

" Problema )
\_ J
( Estrategia, desarrollo y solucion )
\_ J

35



UNIDAD 4

Un ultimo peldano algebraico:
los numeros complejos

Leccion 7: El conjunto de los nume-
ros complejos (C)

Conjunto de los nuimeros complejos
1. Resuelve las siguientes ecuaciones.
Luego, indica todos los conjuntos numeri-
cos a los que pertenezcan sus soluciones.

a. 2x = 5x - (x + 10)

(- )

36




b. 10x — 1>~ X  =11x

C.3+(x+2)(x+1) =x(x-1)

7

d.3x2+75=0
36



e. x’2—64 =0

f.x2-3x+3=0

36




2. Calcula las siguientes potencias.

a. (5i 3° + (i 9)3=

7

\.

b. 12(i)* - (2i°)? =

36



c. —=5(°)° — (2i°)? =

36




: 175_

36




3. Completa la tabla con |la parte real e imaginaria de
cada numero complejo.

12,2 - 0,78/

Re(z)

Im(z)

37



(z)wir

()oY
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4. Calcula para qué valores reales my n
los nUmeros complejos z y w son iguales

a.z=(3-4m) + ni

w= 1+ 2/

37
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b.z=5(1-n) + 10/
w=1-6mi

=

n =

C. Z = 18ni
w=6m +(1 + n)i

m=

n =

37



d.z = 14

w=8m + (n? + 1)i

m=

n =
( )
\ J
5. Resuelve los problemas. Considera que
Z=p+qi

[ Sip=q+3yp+qg-=6, J
écual es el nUmero z?

( )
\ J

37



[ Sip=q-3yp+2qg=09, }

¢cual es el nimero z?

37



Representacion de nimeros
complejos

1. Representa en el plano de Argand los
vectores asociados a cada numero com-
plejos.

z, = (7, 6)
z, = (=5, -1)
Z, = —2i
z,=3,5—-1,5
7
Z5 = (71 __)
2
z,. = —/1+4
5
Z7 — (_ 7 / _6)

38
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2 3 4 5 6 7Re

1

m—/

—

EH F & &=

2 -1 0

5 4

-6

-3

-7

14
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2. Analiza el siguiente plano de Argand.
Luego, Escribe V si la afirmacion es ver-
dadera o F si es falsa. Compara tus res-
puestas con un companero.

a. La parte real de z, es 5.

b. La parte imaginaria de z, es
-2.

C. La forma binomial de z, es

8 — 3.

d. z, escrito como par ordenado

es (-2, —4).

e. Los numeros complejos z,Y 2,
estan en el mismo cuadrante.

f. La parte real de z
que la parte real de z

es mayor

5
6"
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> 3 4 5 6 e

1

1 0

43 2

-5

7 6

8
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3. Completa la siguiente tabla segun la
representacion de numero complejo pe-
dida.

Representacion

Forma binomial Par ordenado

grafica

z, = (3, 5)

39
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4. Resuelve el problema.

Joaquin debe descubrir los nimeros com-

plejos Z,Yy z,. Para esto, cuenta con la si-
guiente informacion.

Ima
44
3

o 1 24
1

39



(- )

e La representacion de z, equivale

a realizar una reflexion de z, con
respecto al eje imaginario.

e La representacion de z, equivale
a realizar una reflexion de z, con
respecto al eje real.

a. Representa z,y z, en el plano anterior

b. {Cual es la forma binomial de z, y z;?
Escribelas.

Z2 = Z3

39



Moédulo y conjugado de un
numero complejo

1. Calcula el modulo de los siguientes nu-
meros complejos. Luego, ordena sus mo-
dulos de menor a mayor.

a.zl=—3+4i

40




b. z, = (-3, 3)

C.Z, = —-1J

40



e.25=4\/3_ —7\/5_i

40



51

f. 2y =V5 + 4V3 /- 7V5 |

g. Z, =%\/5_+i

40



40




=2

2. En el plano de Argand se muestran los
conjugados de 6 numeros complejos.

N |

Im
A

-— I ] ] I
6 -5 -4 -3 -

N

e W B G

NI

o N

Escribe cada numero complejo de forma

binomial.

a. Z, =

1

b. z, =
C.Z

3

d. z,=
e. 7z =

5
f. Z =




( Actividad de aplicacion )

Juego de tablero con numeros complejos

é¢Qué haremos?
Confeccionar un juego que simule el pla-
no de Argand.

Planifiquemos
En parejas, deben construir lo siguiente:

e 1 tablero cuadrado cuadriculado que
represente el plano de Argand.
e 2 dados de 6 caras: una para el eje
real y otro para el eje imaginario.
e 1 ficha que contenga signo “+” en
una cara y signo "-" en la otra.
41



155
( Paso 1 )

Conversen acerca de cOmo construiran el
tablero. Para esto, anoten los siguientes
aspectos:

e Materiales que necesitan para la cons-
truccion.

e Tiempo destinado a la confeccion del
tablero.

e Objetos que simularan su ficha (ejem-
plo: moneda).

41



e Instrumento para medir el tiempo du-
rante el juego (ejemplo: crondmetro).

( Paso 2 )

Detallen en una hoja el procedimiento
que utilizaran en la confeccion del juego.

Juguemos

( Paso 3 )

Establezcan, al reverso de su hoja, las
reglas del juego en las que se utilice el
calculo del modulo de un numero com-
plejo y/o el conjugado de manera tal que
siempre haya un ganador. Luego, comien-
cen a jugar. Un ejemplo de regla es el si-
guiente:

41
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“Cada jugador debe lanzar el dado del eje
real y la ficha para determinar el valor y
el signo del numero de la parte real del
numero complejo. Lo mismo debe reali-
zar para formar la parte imaginaria. Lue-
go, debe marcar el numero complejo en
el plano Argand, mientras su rival inten-
ta encontrar el mdodulo de dicho nume-
ro complejo. Gana quien logre su objetivo
en menos tiempo”.

Discutamos

C Paso 4 ) Luego de jugar, discutan de
acuerdo a las siguientes preguntas:

e (DdOnde notaron mayor dificultad en el
juego?, {por que?

41



e (Qué estrategia usaron para desarrollar
de manera mas rapida los calculos?

e Sj tuvieran que agregar alguna regla
para aumentar la dificultad, écual seria?

Antes de continuar

Evaluacion intermedia

Realiza las siguientes actividades para
que sepas como va tu proceso de apren-
dizaje.

1. Resuelve las ecuaciones e indica a qué
conjunto numeérico pertenecen sus res-
pectivas soluciones. En caso de que per-
tenezcan al conjunto de niumeros comple-
jos, indica su parte real e imaginaria.

41-42



a. x2 + 2 =2x

b.2x?2 - x+15=0

42



2. Realiza las siguientes actividades utili-

zando la informacion del siguiente plano
de Argand.

Im
A
o8 4l oZ7
34
21 023
024 1+
Z,
- I I I I I I I . —P
4 3 5> 1o 1 2 3 4 Re
14
o6 _2}
_3.25
_4} o<1
\

42



a. Representa en el plano anterior el
vector de los conjugados de z,, z, y Z,.

b. Escribe en forma binomial Zey Zgy Z,

Y Zg, Y como par ordenado a z,, z,, Z,
Yy Z,.

Il
N
Il

I
N
Il

I
N
Il

Il
N
Il

42



c. ¢Cual es el modulo de z, z,, y z,7?
Calculalos.

25=
4 p
\ J
Z6=
4 p
\ J
Z7=
4 p
\ J

42



d. Analiza las siguientes afirmaciones.
Luego, anota y justifica V o F en cada
caso.

o El modulo de z. es mayor

que el modulo del conjugado de Z..

o z., es igual al conjugado de
Zg-
o La parte imaginaria de z, es

6
mayor que la parte imaginaria de z,.

42



Leccion 8: Resolucion de problemas
usando la operatoria de numeros com-
plejos

Adicion y sustraccion de niumeros
complejos
1. Representa en el plano de Argand el
vector resultante de las siguientes opera-
ciones combinadas:

43
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-8 -6 -4 20 2 4 6 8

a.z=(3,2 - (0,4 - (5 5) + (2, 0)

7

43



b.w =3+ 4i) + (2 + 3i) - (i - 2)

7

c.u=(-2,4)+ (7,-4) + (-12, 7)

43



d.v=(8 +3)+ (=2 + 2i) - (3 + 4)

(- )

2. Calcula los valores de a y b para que
se cumpla la igualdad.

a.3a+2-4bi-i=5a-2i + 5bi -3

(- )

43



b. 2a + 7, 3b - 3) = (-3 - 2a, 7b)

Cc.4i-5+ 3bi-a =>5ai -5+ 9bi

7

43



d. (5b, 4 + 7a) = (2a - 2, -3)

3. Expresa el resultado de cada operacion
en la forma de par ordenado y binomial

a. (18 + 4i) + (-11 + 23i)

(- )

44



b. (2, 7) + (-13, 0)

\_

c. (3i -4) - (18 + 5i)

44




)

d. (2151 913) - (5161 _412) + (7141 3)

e. (-22, 19) - (32, -16)

44



2

f. (3,9 +2/) + (7,5 - 3,7i) - (2,6 + 4,087/

4. Resuelve los problemas.

a.Six=4-2iey =-8+ 5/, écudl es el
valorde x -y ?

(- )

44




)

b. Siz+ z = 10, {quée valor podria te-

ner z?

4 )

\_ J
. _ 2 4 " . ’

C. Siz = 3 i, ¢cual es el valor de

lz — 2z |?

4 )

\_ J

44-45



Multiplicacion de numeros complejos
1. Realiza la ponderacion de los siguien-

tes numeros complejos. Escribe el resul-
tado de forma par ordenado y binomial.

a. (2,0) ¢ (3,6; 7,2)

(- )

45



3

b. 3 ¢ (3,8 - 2,7/)

C. (_31 O) ¢ (_5121 O) ° (2171 _318)

(- )

45



d. 4,2 ¢ (7,2 - 0i) * (3,09 - 4,8)

2. Multiplica y simplifica los siguientes nu-
meros complejos:

a. (-4 + 4i) o (3 + 2i)

(- )

45




3

(- )

b. (5 + 3i) * (4,5 + 7,8i)

c. (3,4; -5,2) ¢ (-2,9; 6,8)

45



d. (5,3: 7,1) ¢ (-4,3; 2,8)

3. Desarrolla las siguientes potencias y
calcula el resultado final.

a. (2 — 3)? - (5 - 2i)°

(- )

45



b. (-5 + 4i)3 + (2,5 — 3i)?

\_

c. (=3 + 4i)? — (7 = 2i)?

45



d. (6 + 14)*+ (7 — 12i)?

4. Encuentra el valor de k que pondera a
cada numero complejo.

a. k(2, 3) = (10, 15)

(- )

46




b. k(7, 8) = (-14 , -16)

7

c. k(-2, 1) = (-12, 6)

46



d. k(-5, -4) = (15, 12)

e. k(7,2) = (<, 1)

46



f k(L 7) = (5 50)

. J

5. Si z corresponde al resultado de la
operacion (3 - i) (4 + 7i) (-8 + 2i), écual
es el valor del inverso aditivo de z?

(- )

46-47



Division de nimeros complejos

1. Calcula. Luego, escribe el resultado de
forma binomial

a 3-3i

" 5~
4 p
\ J

47



2 + 5/
6 -6/

2,5+ 0,9/
" 3,6 - 5,6/

47



d. -3,7-509i

42 + 7,4

(3,8)
(_31 B 7)

47




(121 _7)
(51 B 6)

(4,6 ; 2,6)
9- (2,9, -4

47



[ (912 / _316)

~ (7,2; -0,4)
- N
. y,

2. Calcula el inverso multiplicativo de los
siguientes numeros complejos.

a. / +3i
4 )
\_ _J

48



b. 6 — 2i

4 )
\_ J
c. 14 — 1,1i

4 )
\_ J

48



d. 0,1 — 10i
4 )
\_ J

3. Analiza la situacion. Luego, responde.

Marcelo anotd el desarrollo de
(5 + 70):(3 - 4i) en su cuaderno. Sin em-
bargo, su profesora notdo que era inco-
rrecto:

48



(5+7)(3—=4i) 15-20i+21i— 28i?
(\/32+(_4)2)2 - (\W6)2
_15+i1-28-—-1 _ 15428 +i
25 25
B gg +215'
a. ¢Cual fue el error de Marcelo? Descri-
belo.

48



b. Corrige el desarrollo y calcula el resul-
tado de la operacion.

49



Antes de continuar

Evaluacion intermedia

Realiza las siguientes actividades para

que sepas coOmo va tu proceso de apren-
dizaje.

1. Dado el numero complejo z, = 2 + 4,

calcula y representa los siguientes nume-
ros complejos:

49



144

12+

10+

© © <+ o~

49



a.z. = 3z

b. Zz —Z,+ = Z

49



2. Calcula el inverso aditivo y el inverso
multiplicativo de cada numero complejo.
Completa la tabla.

Z —Z
(OI _3)

V3 V2 ;
2 2

3. Observa la situacion.

Matilde y José discuten sobre una propie-
dad que cumple z, con z ¢ C — {0}.

49



Matilde: El modulo del inverso multipli-
cativo de z es igual al conjugado del in-
verso multiplicativo del modulo de z

Jose: El mddulo del inverso multiplicati-
vo de z es igual al inverso multiplicativo
del modulo de z.

Verifica lo que dice cada uno: équién esta
en lo correcto? Justifica tu respuesta
con ejemplos.

(- )

49



